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Pr�ologo

Las p�aginasque siguenconstituyen una parte de las exposicioneste�oricasy pr�acticasde
asignaturasque se han impartido a lo largo de algunos a~nos en varias licenciaturas y
cursosde doctorado. En particular en la licenciatura de Matem�aticas, la licenciatura de
Biolog��a y la diplomatura de Estad��stica de la Universidad de Barcelona.Se ha inten-
tado un cierto equilibrio entre las explicacioneste�oricas y los problemaspr�acticos. Sin
embargo,nuestra intenci�on siempreha sido fundamentar s�olidamente la utilizaci�on de los
modeloslinealescomobasede las aplicacionesde la regresi�on, el an�alisis de la varianzay
el dise~no de experimentos. Por ello, en estelibro la basematem�atica y estad��stica escon-
siderabley creemosimportante la correctade�nici�on de los conceptosy la rigurosidadde
las demostraciones.Una s�olida baseimpedir�a cometerciertos errores,habitualescuando
seaplican los procedimientos ciegamente.
Por otra parte, la aplicaci�on pr�actica de los m�etodosde regresi�on y an�alisisde la varianza
requierela manipulaci�on demuchosdatos,a vecesengrancantidad, y el c�alculodealgunas
f�ormulas matriciales o simples.Para ello es absolutamente imprescindible la utilizaci�on
de alg�un programade ordenadorque nos facilite el trabajo. En una primera instancia es
posibleutilizar cualquierprogramade hojas de c�alculo queresulta sumamente did�actico.
Tambi�en sepuedeutilizar un paqueteestad��stico queseguramente estar�a preparadopara
ofrecer los resultadosde cualquier modelo lineal est�andar como ocurre con el paquete
SPSS.En cambio, enestelibro seha optado por incluir algunosejemplosconel programa
R. Lasrazonessonvarias.En primer lugar, setrata deun programaqueutiliza el lenguaje
S, est�a orientado a objetos, tiene algunosm�odulosespec���cos para los modeloslinealesy
es programable.R utiliza un lenguaje de instruccionesy al principio puederesultar un
poco duro en su aprendizaje, sin embargo superada la primera etapa de adaptaci�on, su
utilizaci�on abre todo un mundo de posibilidades,no s�olo en los modeloslineales,sino en
todo c�alculo estad��stico. Adem�as, la raz�on m�aspoderosaesque el proyecto R esGNU y,
por tanto, de libre distribuci�on. De modo que los estudiantes puedeninstalar en su casa
el programaR y practicar cuanto quieran sin costeecon�omico alguno. Por otra parte, el
paqueteS-PLUSesuna versi�on comercialconel mismoconjunto de instruccionesb�asicas.
El tratamiento dealgunostemastienesuorigenenunosapuntesdeC.M. Cuadrasy Pedro
S�anchez Algarra (1996) que amablemente han cedidopara su actualizaci�on en estelibro
y a los que agradezcoprofundamente su colaboraci�on. Tambi�en esevidente que algunas
demostracionestienen su origen en el cl�asicolibro de Seber.
Por �ultimo, estelibro ha sido escrito mediante el procesadorde textos cient���co LATEX y
presentado en formato electr�onico.Graciasa ello estelibro puedeactualizarseconrelativa
facilidad. Seagradecer�a cualquier la comunicaci�on de cualquiererrata, error o sugerencia.
Barcelona,19 de diciembre de 2003.
Dr. FrancescCarmona
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Cap��tulo 1

Las condiciones

1.1. In tro ducci�on

Los m�etodosde la Matem�atica que estudian los fen�omenosdeterministasrelacionan,por
lo general,una variabledependiente condiversasvariablesindependientes.El problemase
reduceentoncesa resolver un sistemalineal, una ecuaci�on diferencial,un sistemano lineal,
etc..Sin embargo,la aplicaci�on delosm�etodoscuantitativ osa lasCienciasExperimentales
ha revelado la poca �abilidad de las relacionesdeterministas.En tales Ciencias,el azar,
la aleatoriedad,la variabilidad individual, las variablesno controladas, etc. justi�can el
planteo, en t�erminosmuy generales,de la ecuaci�on fundamental

\observaci�on" = \mo delo" + \error aleatorio"

El experimentador puede,�jando las condicionesde su experimento, especi�car la estruc-
tura del modelo, pero siempredebe tener en cuenta el error aleatorio o desviaci�on entre
lo que observa y lo que espera observar seg�un el modelo.
Los modelosde regresi�on utilizan la ecuaci�on anterior �jando el modelocomouna funci�on
lineal de unospar�ametros.El objetivo consiste,casi siempre,en la predicci�on de valores
mediante el modelo ajustado.
El An�alisis de la Varianza esun m�etodo estad��stico introducido por R.A. Fisher de gran
utilidad en las CienciasExperimentales, que permite controlar diferentes variablescua-
litativ as y cuantitativ as (llamadas factores), a trav�es de un modelo lineal, suponiendo
normalidad para el error aleatorio. Fisher(1938)de�ni�o estem�etodo como\la separaci�on
de la varianza atribuible a un grupo de la varianza atribuible a otros grupos". Como
veremos,los tests en An�alisis de la Varianza seconstruyen mediante estimacionesinde-
pendientes de la varianza del error.
Ambos conjuntos de modelosse puedenabordar con una teor��a com�un: los modelos li-
neales.
Iniciaremosestecap��tulo con un ejemplode modelizaci�on de un problemay su aplicaci�on
pr�actica. A continuaci�on explicaremosen qu�e consisteesencialmente el m�etodo de los
m��nimos cuadradosy estableceremoslas condicionespara que este m�etodo sea v�alido
para su utilizaci�on en Estad��stica.
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1.2. Un ejemplo

En el libro de Sen and Srivastava en [66, p�ag. 2] se explica este ejemplo que nosotros
hemosadaptadoa las medidaseuropeas.
Sabemosque cuantos m�as cochescirculan por una carretera, menor es la velocidad del
tr�a�co. El estudio de este problema tiene como objetivo la mejora del transporte y la
reducci�on del tiempo de viaje.
La tabla adjunta proporciona los datos de la densidad(en veh��culospor km) y su corres-
pondiente velocidad (en km por hora).

Dato Densidad Velocidad Dato Densidad Velocidad
1 12,7 62,4 13 18,3 51,2
2 17,0 50,7 14 19,1 50,8
3 66,0 17,1 15 16,5 54,7
4 50,0 25,9 16 22,2 46,5
5 87,8 12,4 17 18,6 46,3
6 81,4 13,4 18 66,0 16,9
7 75,6 13,7 19 60,3 19,8
8 66,2 17,9 20 56,0 21,2
9 81,1 13,8 21 66,3 18,3
10 62,8 17,9 22 61,7 18,0
11 77,0 15,8 23 66,6 16,6
12 89,6 12,6 24 67,8 18,3

Cuadro 1.1: Datos del problemade tr�a�co

Como la congesti�on afecta a la velocidad, estamosinteresadosen determinar el efecto
de la densidaden la velocidad. Por razonesque explicaremosm�as adelante (ver ejercicio
9.2), tomaremoscomovariable dependiente la ra��z cuadradade la velocidad.
El gr�a�co 1.1 presenta la nube de puntos o diagrama de dispersi�on (scatter plot) con
la variable independiente (densidad) en el eje horizontal y la variable dependiente (ra��z
cuadradade la velocidad) en el eje vertical.

Gráfico de dispersión
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Figura 1.1: Nube de puntos del problemade tr�a�co
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Como primera aproximaci�on podr��amostomar, comomodelo de ajuste, la recta que une
dospuntos representativ os,por ejemplo,los puntos (12; 7;

p
62; 4) y (87; 8;

p
12; 4). Dicha

recta esy = 8; 6397� 0; 0583x.
Inmediatamente nosproponemoshallar la mejor de las rectas,seg�un alg�un criterio. Como
veremos,el m�etodo de los m��nimos cuadradosproporciona una recta, llamada recta de
regresi�on, quegozademuy buenaspropiedades.Estem�etodo consisteenhallar a y b tales
que seminimice la sumade los erroresal cuadrado.

nX

i =1

(yi � (a + bxi ))2

En estecasola recta de regresi�on esy = 8; 0898� 0; 0566x.
Para estudiar la bondad del ajuste seutilizan los residuos

ei = yi � ŷi

dondeŷi = 8; 0898� 0; 0566x i . Los gr�a�cos de la �gura 1.2 nosmuestran estosresiduos.
Para mejorar el modelo podemosa~nadir el t�ermino cuadr�atico y considerarel modelo
parab�olico

yi = a + bxi + cx2
i

Tambi�en aqu��, el m�etodo de los m��nimos cuadradosproporcionaun ajuste quees�optimo
en varios aspectos.Setrata de hallar los valoresde a, b y c queminimizan la sumade los
erroresal cuadrado

nX

i =1

(yi � (a + bxi + cx2
i ))2

El c�alculo de estosvalorescon los datos del tr�a�co se deja como ejercicio (ver ejercicio
1.3).
La �gura 1.3 muestra los gr�a�cos de los residuospara el modelo parab�olico.
Finalmente, podemosutilizar el modelo concreto que hemosobtenido para sustituir la
velocidad en la ecuaci�on


ujo = velocidad� densidad

de modo que el 
ujo quedaen funci�on de la densidad.Por �ultimo, el m�aximo valor de
esta funci�on esla capacidadde la carretera.
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Figura 1.2: Gr�a�cos de los residuosdel modelo recta de regresi�on.
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Figura 1.3: Gr�a�cos de los residuosdel modelo parab�olico.

1.3. El mo delo

Cuando en el ejemploanterior ajustamos los datos a una recta, impl��citamente estamos
asumiendola hip�otesisde que los datos siguenun patr�on lineal subyacente del tip o

y = � 0 + � 1x

Pero el ajuste no esperfectoy contiene errores.La ecuaci�on que de�ne el modelo es

yi = � 0 + � 1x i + � i i = 1; : : : ; n

donde � i son los erroresaleatorios. �Este esel modelo de regresi�on simple o con una sola
variable independiente.
En el mismo ejemploanterior, ajustamosmejor con el modelo

yi = � 0 + � 1x i + � 2x2
i + � i i = 1; : : : ; n

que contin �ua siendoun modelo lineal.
Un modelo es lineal si lo es para los par�ametros. Por ejemplo, el modelo ln yi = � 0 +
� 1 ln(x i ) + � i eslineal, mientras que yi = � 0 exp(� � 1x i )� i no.
En general,suponemosque una cierta variable aleatoria Y esigual a un valor �jo � m�as
una desviaci�on aleatoria �

Y = � + �

� representa la verdaderamedida de la variable, es decir, la parte determinista de un
experimento, que depende de ciertos factores cualitativos y variables cuantitativ as que
soncontrolables por el experimentador.
El t�ermino � representa el error. Es la parte del modelo no controlable por el experi-
mentador debido a m�ultiples causasaleatorias,inevitables en los datos que procedende
la Biolog��a, Psicolog��a, Econom��a, Medicina,.. . El error � convierte la relaci�on matem�ati-
ca Y = � en la relaci�on estad��stica Y = � + � , obligando a tratar el modelo desdela
perspectiva del an�alisis estad��stico.
En particular, los modelosde la forma

yi = � 0 + � 1x i 1 + � 2x i 2 + � � � + � kx ik + � i i = 1; : : : ; n

con k > 1 variablesindependientes, predictoraso regresoras,sellaman modelosde regre-
si�on m�ultiple. La variablecuyosdatosobservadossonyi esla llamadavariabledependiente
o respuesta.
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Los par�ametros � j son desconocidos y nuestro objetivo principal es su estimaci�on. En
cuanto a los errores� i , su c�alculo expl��cito nospermitir�a, comoveremosextensamente, la
evaluaci�on del modelo.
Observaci�on:
En el modeloderegresi�on simplepuedesucederquelosdatosx i i = 1; : : : ; n correspondan
a los valores observados de una v.a. X o de una variable controlada no aleatoria. En
cualquiercaso,vamosa considerarlosvaloresx i comoconstantesy no comoobservaciones
de una variable aleatoria.
En la regresi�on simple

Y = � (x) + �

donde Y es aleatoria y � es aleatoria con E(� ) = 0. De manera que, para cada valor
X = x, Y esuna v.a. con esperanza� (x). Si asumimos

� (x) = E[Y jX = x] = � 0 + � 1x

podemosprocederconsiderandolas inferenciascomocondicionadasa los valoresobserva-
dosde X .
En cualquier caso,tambi�en en regresi�on m�ultiple, vamosa considerarlos valoresde las
variablesregresorasX 1; : : : ; X k comosimplemente n�umeros.

1.4. El m�eto do de los m��nimos cuadrados

La paternidad de estem�etodo sereparte entre Legendreque lo public�o en 1805y Gauss
que lo utiliz�o en 1795y lo public�o en 1809.
Obviamente, cuanto menoresson los residuos,mejor es el ajuste. De todos los posibles
valoresde los � j , el m�etodo de los m��nimos cuadradosseleccionaaquellosque minimizan

S =
nX

i =1

� 2
i =

nX

i =1

(yi � (� 0 + � 1x i 1 + � � � + � kx ik ))2

En el casode la regresi�on lineal simple

S =
nX

i =1

� 2
i =

nX

i =1

(yi � � 0 � � 1x i )2

de modo que derivando e igualando a cero, se obtienen los estimadoresMC (m��nimo-
cuadr�aticos) �o LS (least squares)

^� 0 = �y � ^� 1 �x

^� 1 =
sxy

s2
x

=
P n

i=1 (yi � �y)(x i � �x)
P n

i=1 (x i � �x)2

Tambi�en sepuedeconsiderarel modelo centrado, que consisteen centrar los datos de la
variable regresora

yi = 
 0 + � 1(x i � �x) + � i i = 1; : : : ; n

La estimaci�on MC de 
 0; � 1 esequivalente a la estimaci�on de � 0; � 1, ya que
 0 = � 0 + � 1 �x.
De modo que 
̂ 0 = �y y la estimaci�on de � 1 esla misma que en el modelo anterior.
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Con las estimacionesde los par�ametros,podemosprocederal c�alculo de prediccionesŷi

y residuosei

ŷi = ^� 0 + ^� 1x i = �y + ^� 1(x i � �x)

ei = yi � ŷi = yi � �y � ^� 1(x i � �x)

Como consecuenciaresulta que
nX

i =1

ei = 0

lo que no ocurre en un modelo sin � 0.
Finalmente, si queremosuna medida del ajuste de la regresi�on podemospensar en la
suma de cuadrados

P n
i=1 e2

i , pero es una medida que dependede las unidadesde yi al
cuadrado.Si � 0 6= 0, la medida que seutiliza esel coe�ciente de determinaci�on

R2 = 1 �
P n

i=1 e2
iP n

i=1 (yi � �y)2

Sabemosque 0 � R2 � 1 y cuandoR2 � 1 el ajuste esbueno.
En el caso� 0 = 0, el coe�ciente de determinaci�on es

R2 = 1 �
P n

i=1 e2
iP n

i=1 y2
i

de modo que los modelosque carecende t�ermino independiente no sepuedencomparar
con los que s�� lo tienen.

1.5. Las condiciones de Gauss-Mark ov

Hasta aqu��, el m�etodo de los m��nimos cuadradosesanal��tico >d�ondeest�a la estad��stica?
A lo largodelossiguientescap��tulos vamosa ver queun modeloestad��stico y la imposici�on
de algunascondiciones,hacenquepodamosutilizar el modelocon toda la potenciade los
m�etodosestad��sticos y calibrar la bondad del ajuste desdeesa�optica.
Una primera pregunta es >qu�e tan bueno es el m�etodo de los m��nimos cuadradospara
estimar los par�ametros?La respuestaesque estem�etodo proporciona un buen ajuste y
buenasprediccionessi severi�can las condicionesde Gauss-Markov.
En el modelo lineal que hemosde�nido anteriormente, se supone que los errores� i son
desviacionesquesecomportan comovariablesaleatorias.Vamosa exigir queestoserrores
aleatoriosveri�quen las siguientes condiciones:

1. E(� i ) = 0 i = 1; : : : ; n

2. var(� i ) = � 2 i = 1; : : : ; n

3. E(� i � � j ) = 0 8i 6= j

Veamoscon detalle estascondiciones:
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Primera condici�on E(� i ) = 0 i = 1; : : : ; n

Setrata de una condici�on natural sobreun error.
Deestemodo nosaseguramosqueE(yi ) = � 0+ � 1x i , el
modelo lineal escorrectoy la situaci�on querepresenta
el gr�a�co no sepuededar.

Segunda condici�on var(� i ) = E(� 2
i ) = � 2 constante i = 1; : : : ; n

Es la propiedadde homocedasticidad.
En el gr�a�co serepresenta una situaci�on an�omala lla-
mada de heterocedasticidad, en la que la var(� i ) crece
con x i .
El par�ametro desconocido � 2 es la llamada varianza
del modelo.

Otras situacionesextra~nas,que tambi�en sepretendeprevenir, son:

I El punto I del gr�a�co representa un punto in
uy ente y
at��pico (outlier ). En generalesun punto a estudiar,un
error o inclusouna violaci�on de la primera condici�on.

I
El punto I del gr�a�co esclaramente in
uy ente, aunque
no esat��pico (outlier), ya queproporcionaun residuo
peque~no.

Tercera condici�on E(� i � j ) = 0 8i 6= j

Las observacionesdeben ser incorrelacionadas.Con dos puntos tenemosuna recta de
regresi�on. Con 20 copiasde esosdos puntos, tenemos40 puntos y la misma recta, poco
�able.
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Talescondicionespuedenexpresarseen forma matricial como

E(� ) = 0 var(� ) = � 2I n

dondeE(� ) esel vector de esperanzasmatem�aticas y var(� ) es la matriz de covarianzas
de � = (� 1; : : : ; � n )0.
Como demostraremosen los siguientes cap��tulos, la adopci�on de estascondicionesevi-
tar�a te�oricamente las situacionesan�omalasque aqu�� hemosesquematizado.

1.6. Otros tip os de mo delos lineales

Por suerte,con el mismo tratamiento podremosresolver otros modeloslineales,queaun-
que tienen diferentes objetivos, gozande las mismasbaseste�oricas.
Por ejemplo, el An�alisis de la Varianza con un factor (one-way Analysis of Variance),
representado por el modelo lineal

yij = � + � i + � ij con � ij � N (0; � 2) indep.,

seresuelve de forma similar al modelo de regresi�on.
El An�alisis de la Covarianza, que utiliza como variables independientes tanto variables
cuantitativ ascomofactores,y el An�alisisMultiv ariante dela Varianza,convariasvariables
dependientes, son dos de los an�alisis que generalizanel estudio y aplicacionesde los
modeloslinealesque vamosa investigar.

1.7. Algunas pregun tas

Un t��pico problema de estad��stica consisteen estudiar la relaci�on que existe, si existe,
entre dos variables aleatoriasX e Y. Por ejemplo, altura y peso,edad del hombre y la
mujer en una pareja, longitud y anchura de unas hojas, temperatura y presi�on de un
determinadovolumen de gas.
Si tenemosn paresde observaciones(x i ; yi ) i = 1; 2; : : : ; n, podemosdibujar estospuntos
en un gr�a�co o scatter diagram y tratar de ajustar una curva a los puntos de forma que
los puntos se hallen lo m�as cerca posible de la curva. No podemosesperar un ajuste
perfectoporqueambasvariablesest�an expuestasa 
uctuaciones al azar debidoa factores
incontrolables. Incluso aunqueen algunoscasospudiera existir una relaci�on exactaentre
variablesf��sicascomotemperatura y presi�on, tambi�en aparecer��an 
uctuaciones debidas
a erroresde medida.
Algunas cuestionesque podemosplantearnosen nuestrasinvestigacionesson:

Si existeun modelof��sicote�orico y lineal, podemosutilizar la regresi�on para estimar
los par�ametros.

Si el modelo te�orico no eslineal, sepuede,en muchos casos,transformar en lineal.
Por ejemplo:

PV 
 = c � ! logP = logc � 
 logV

Si no es una recta, se puede estudiar un modelo de regresi�on polin�omico. >De
qu�e grado?
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En el modelo m�ultiple intervienenvarias variables\predictoras" >sontodasnecesa-
rias? >sonlinealmente independientes las llamadas\v ariablesindependientes"?

>Severi�can realmente las condicionesde Gauss-Markov?

>Qu�e ocurre si las variablespredictorassondiscretas?

>Qu�e ocurre si la variable dependiente esdiscreta o una proporci�on?

>Y si faltan algunosdatos?

>Qu�e hacemoscon los puntos at��picos y los puntos in
uy entes?

Algunasdeestaspreguntas las iremostrabajando y resolviendoenlossiguientescap��tulos,
otras puedenquedarpara una posterior profundizaci�on.

1.8. Ejemplos con R

En estasecci�on vamosa ver comosecalculanlas regresionesquesehan sugeridoa partir
del ejemplo inicial con los datos de la tabla 1.1.
En primer lugar procedemosa introducir los datos en los vectorescorrespondientes.

> dens<-c(12.7,17.0,66.0,50.0,87.8,81.4,75.6,66.2,81.1,62.8,7 7.0 ,8 9. 6,
+ 18.3,19.1,16.5,22.2,18.6,66.0,60.3,56.0,66.3,61.7,66.6,67.8 )
> vel<-c(62.4,50.7,17.1,25.9,12.4,13.4,13.7,17.9,13.8,17.9,15 .8, 12.6 ,
+ 51.2,50.8,54.7,46.5,46.3,16.9,19.8,21.2,18.3,18.0,16.6,18.3 )
> rvel<-sqrt(vel)

Las siguientes instruccionesgeneranel gr�a�co de puntos para estosdatos.

> par(pty="m")
> plot(dens,rvel,type="p",xlab="densidad",ylab="RAIZ(vel)")

El c�alculo de la regresi�on simple serealiza con la funci�on lsfit(x,y) que asignamosal
objeto recta.ls

> recta.ls<-lsfit(dens,rvel)

Aunque esta �ultima instrucci�on no muestra ninguna informaci�on en pantalla, ahora ya
podemosutilizar suresultado.Por ejemplo,podemosa~nadir la rectaderegresi�on al gr�a�co
anterior.

> abline(recta.ls)

Los coe�cientes de la recta son:

> recta.ls$coef
Intercept X

8.08981299 -0.05662558

Tambi�en sepuedeobtener una informaci�on m�as completa con la instrucci�on ls.print ,
aunquesu resultadono seexplicar�a hasta el cap��tulo correspondiente.
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> ls.print(recta.ls, digits=4, print.it=T)
Residual Standard Error=0.2689
R-Square=0.9685
F-statistic (df=1, 22)=676.3944
p-value=0

Estimate Std.Err t-value Pr(>|t|)
Intercept 8.0898 0.1306 61.9295 0
X -0.0566 0.0022 -26.0076 0

La estimaci�on de la desviaci�on est�andar de los erroresy otros elementos de diagnosisdel
modelo seobtienencon la funci�on ls.diag como

> ls.diag(recta.ls)$std.dev
[1] 0.2689388

Con el vector de residuosy las prediccionessepuedendibujar unos gr�a�cos similaresa
los de la �gura 1.2. La instrucci�on par(mfrow=c(1,2)) permite dosgr�a�cos en la misma
�gura.

> e<-recta.ls$residuals
> par(mfrow=c(1,2))
> par(pty="s")
> plot(dens,e,type="p",xlab="densidad",ylab="residuos",ylim=c (-0 .6 ,0 .6 ))
> abline(h=0)
> pred<-rvel-e
> plot(pred,e,type="p",xlab="predicci� on",ylab="residuos",ylim =c( -0 .6 ,0 .6 ))
> abline(h=0)

Finalmente, podemosrepetir los c�alculospara el modelo parab�olico. Simplemente debe-
mosintroducir losvaloresde la variable densidady suscuadradosenuna matriz dedatos.
El resto esid�entico al modelo de regresi�on simple.

> matriz.frame<-data.frame(dens,dens^2)
> parabola.ls<-lsfit(matriz.frame,rvel)
> parabola.ls$coef

Intercept dens dens.2
8.8814208199 -0.1035152795 0.0004892585

> round(parabola.ls$coef,5)
Intercept dens dens.2

8.88142 -0.10352 0.00049
> e<-parabola.ls$residuals
> par(mfrow=c(1,2))
> par(pty="s")
> plot(dens,e,type="p",xlab="densidad",ylab="residuos",ylim=c (-0 .6 ,0 .6 ))
> abline(h=0)
> pred<-rvel-e
> plot(pred,e,type="p",xlab="predicci� on",ylab="residuos",ylim =c( -0 .6 ,0 .6 ))
> abline(h=0)
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Los gr�a�cos ser�an muy similaresa los de la �gura 1.3.
En los siguientes cap��tulos veremosotras instruccionesde R, en especial la funci�on lm,
que permiten ajustar un modelo de regresi�on a unosdatos.
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1.9. Ejercicios

Ejercicio 1.1

Hallar las estimacionesde los par�ametrosen un modelo de regresi�on lineal simple, mini-
mizando la sumade los cuadradosde los errores:

S =
nX

i =1

(yi � � 0 � � 1x i )2

Hallar una expresi�on para las prediccionesŷi y los residuosei = yi � ŷi .

Ejercicio 1.2

Hallar las estimacionesde los par�ametrosen un modelo de regresi�on parab�olico, minimi-
zandola sumade los cuadradosde los errores:

S =
nX

i =1

(yi � � 0 � � 1x i � � 2x2
i )2

Hallar una expresi�on para las prediccionesŷi y los residuosei = yi � ŷi .

Ejercicio 1.3

Consideremosel problemade tr�a�co planteadoen el apartado 1.2 de estecap��tulo, con la
variable independiente densidady la variable dependiente ra��z cuadrada de la velocidad.
Con los datos proporcionadosen la tabla 1.1 realizar el siguiente proceso:

(a) Dibujar la nube de puntos y la recta que pasa por los puntos (12;7;
p

62;4) y
(87;8;

p
12;4). Dibujar el gr�a�co de los residuoscon la densidady el gr�a�co con

las predicciones.Calcular la sumade cuadradosde los residuos.

(b) Hallar la recta deregresi�on simple.Dibujar el gr�a�co de los residuoscon la densidad
y el gr�a�co con las predicciones.Calcular la sumade cuadradosde los residuos.

(c) Mejorar el modeloanterior considerandouna regresi�on parab�olica.Dibujar el gr�a�co
de los residuoscon la densidady el gr�a�co con las predicciones.Calcular la suma
de cuadradosde los residuos.

(d) Calcular la capacidadde la carreterao punto dem�aximo 
ujo. Recordarque
ujo =
vel� densidad.

Ejercicio 1.4

La siguiente tabla contiene los mejorestiempos conseguidosen algunaspruebasde velo-
cidad en atletismo en los JuegosOl��mpicosde Atlanta:

hombres mujeres
distancia tiempo

100 9,84 10,94
200 19,32 22,12
400 43,19 48,25
800 102,58 117,73

1500 215,78 240,83
5000 787,96 899,88

10000 1627,34 1861,63
42192 7956,00 8765,00
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Si tomamoscomovariable regresorao independiente la distancia(metros) y comovariable
respuestao dependiente el tiempo (segundos):

(a) Calcular la recta de regresi�on simple con los datos de los hombres y dibujarla.
Dibujar el gr�a�co de los residuoscon la distancia y el gr�a�co con las predicciones.
Calcular la sumade cuadradosde los residuosy el R2.

(b) Repetir el apartado anterior utilizando los logaritmos de las variables tiempo y
distancia.

(c) Repetir los dosapartadosanteriores utilizando los datos de las mujeres.
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Cap��tulo 2

Estimaci� on

2.1. In tro ducci�on

En primer lugar concretaremosla de�nici�on generalde un modelo lineal y hallaremosla
estimaci�on por m��nimos cuadradosde los par�ametrosdel modelo.
Veremosque la estimaci�on ser�a �unica si la matriz de dise~no es de rango m�aximo. En
casocontrario, resulta importante de�nir el conceptode funci�on param�etrica estimable
y probar, para estasfunciones,la unicidad del estimadorm��nimo-cuadr�atico, comoestu-
diaremosen el siguiente cap��tulo.
Estudiaremoslaspropiedadesdeestosestimadores,entre lasquedestacaremosel Teorema
deGauss-Markovquedemuestraquelosestimadoresm��nimo-cuadr�aticossonlosmejores,
en el sentido de que son insesgadosy de m��nima varianza.
Adem�as, con la introducci�on de la hip�otesis de normalidad de los errores, podremos
estudiar las distribucionesde los estimadoresy de otros estad��sticos,as�� comola relaci�on
con los estimadoresde m�axima verosimilitud.
M�asadelante, trabajaremosla generalizaci�on del m�etodo de los m��nimoscuadradoscuan-
do la matriz de varianzas-covarianzasde los erroresno es � 2I . Por otra parte, tambi�en
profundizaremosel casode matrices de dise~no de rango no m�aximo.

2.2. El mo delo lineal

SeaY una variable aleatoria que 
uct �ua alrededorde un valor desconocido � , estoes

Y = � + �

donde � es el error, de forma que � puede representar el valor verdaderoe Y el valor
observado.
Supongamosque � toma valoresdistintos de acuerdocon diferentes situacionesexperi-
mentales seg�un el modelo lineal

� = � 1x1 + � � � + � mxm

donde� i sonpar�ametrosdesconocidosy x i sonvaloresconocidos,cadauno de los cuales
ilustra situacionesexperimentales diferentes.
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En generalse tienen n observacionesde la variable Y. Diremos que y1; y2; : : : ; yn obser-
vacionesindependientes de Y siguenun modelo lineal si

yi = x i 1� 1 + � � � + x im � m + � i i = 1; : : : ; n

Estasobservacionesde Y sepuedenconsiderarvariablesaleatoriasindependientes y dis-
tribuidas comoY (soncopias)o tambi�en realizacionesconcretas(valoresnum�ericos)para
los c�alculos.
La expresi�on del modelo lineal en forma matricial es

0

B
B
B
@

y1

y2
...

yn

1

C
C
C
A

=

0

B
B
B
@

x11 x12 : : : x1m

x21 x22 : : : x2m
...

...
...

xn1 xn2 : : : xnm

1

C
C
C
A

0

B
B
B
@

� 1

� 2
...

� m

1

C
C
C
A

+

0

B
B
B
@

� 1

� 2
...

� n

1

C
C
C
A

o en forma resumida
Y = X � + � (2.1)

Los elementos que constituyen el modelo lineal son:

1. El vector de observacionesY = (y1; y2; : : : ; yn )0.

2. El vector de par�ametros� = (� 1; � 2; � � � ; � m )0.

3. La matriz del modelo

X =

0

B
B
B
@

x11 x12 : : : x1m

x21 x22 : : : x2m
...

...
...

xn1 xn2 : : : xnm

1

C
C
C
A

cuyos elementos sonconocidos.

En problemasde regresi�on, X es la matriz de regresi�on. En los llamados dise~nos
factorialesdel An�alisis de la Varianza,X recibe el nombre de matriz de dise~no.

4. El vector de errores o desviacionesaleatorias � = (� 1; � 2; : : : ; � n )0, donde � i es la
desviaci�on aleatoria de yi .

Ejemplo 2.2.1

El modelo lineal m�as simple consiste en relacionar una variable aleatoria Y con una
variable controlablex (no aleatoria), de modo quelas observacionesde Y veri�quen

yi = � 0 + � 1x i + � i i = 1; : : : ; n

Se dice que Y es la variable de predicci�on o dependiente y x es la variable predictora,
por ejemploY es la respuestade un f�armaco a una dosisx. Hallar � 0 y � 1 es el cl�asico
problemade regresi�on lineal simple.

Ejemplo 2.2.2

El modelo anterior se puede generalizar a situacionesen las cuales la relaci�on sea po-
lin�omica.
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Consideremosel modelo

yi = � 0 + � 1x i + � 2x2
i + � � � + � pxp

i + � i = 1; : : : ; n

Observemosquees lineal en los par�ametros � i . La matriz de dise~no es
0

B
B
B
@

1 x1 : : : xp
1

1 x2 : : : xp
2

...
...

...
1 xn : : : xp

n

1

C
C
C
A

Ejemplo 2.2.3

En general, cualquiervariableY puede relacionarsecon doso m�as variablescontrol. As��,
son modeloslineales:

a) yi = � 0 + � 1x i 1 + � 2x i 2 + � i

b) yi = � 0 + � 1x i 1 + � 2x i 2 + � 3x i 1x i 2 + � 4x2
i1 + � 5x2

i2 + � i

c) yi = � 0 + � 1x i 1 + � 2 cos(x i 2) + � 3 sen(x i 2) + � i

Sin embargo, no es modelo lineal

yi = � 0 + � 1 log(� 2x i 1) + � 3x � 4
i 2 + � i

Ejemplo 2.2.4

Supongamosque la producci�on Y de una planta dependede un factor F (fertilizante) y
un factor B (bloque o conjunto de parcelas homog�eneas). El llamado modelo del dise~no
del factor en bloquesaleatorizadoses

yij = � + � i + � j + � ij

donde

� es una constante(media general)

� i el efecto del fertilizante

� j el efecto del bloque

Si tenemos2 fertilizantes y 3 bloques, tendremos en total k = 2 � 3 = 6 situaciones
experimentalesy la siguientematriz de dise~no:

� � 1 � 2 � 1 � 2 � 3

1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1

La utilizaci�on del fertilizante 1 en el bloque3 queda descrita a trav�es de la �la 5 de X .
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Ejemplo 2.2.5

Para predecir la capacidad craneal C, en Antropolog��a se utiliza la f�ormula

C = � L � 1 A � 2 H � 3

dondeL = longitud del cr�aneo, A = anchura parietal m�aximay H = altura basio bregma.
La f�ormula anterior se convierte en un modelo lineal tomando logaritmos

logC = log� + � 1 logL + � 2 logA + � 3 logH

El par�ametro � expresael tama~no, mientras quelos par�ametros � expresanla forma del
cr�aneo.

2.3. Suposiciones b�asicas del mo delo lineal

En el modelo lineal de�nido en el apartado anterior, se supone que los errores � i son
desviacionesque secomportan comovariablesaleatoriasque veri�can las condicionesde
Gauss-Markov:

1. E(� i ) = 0 i = 1; : : : ; n

2. var(� i ) = � 2 i = 1; : : : ; n

3. E(� i � � j ) = 0 8i 6= j

Comosabemos,la condici�on (2) esla llamadacondici�on dehomocedasticidaddel modeloy
el par�ametro desconocido � 2 esla llamada varianzadel modelo.La condici�on (3) signi�ca
que las n desviacionessonmutuamente incorrelacionadas.
Estascondicionespuedenexpresarseen forma matricial como

E(� ) = 0 var(� ) = � 2I n

dondeE(� ) esel vector de esperanzasmatem�aticas y var(� ) es la matriz de covarianzas
de � = (� 1; : : : ; � n )0.
Si adem�as suponemosque cada � i esN (0; � ) y que � 1; : : : ; � n son estoc�asticamente inde-
pendientes, entoncesdiremosqueel modelo de�nido esun modelo lineal normal. As�� ten-
dremosque

Y � Nn (X � ; � 2I n )

esdecir, Y siguela distribuci�on normal multiv ariante de vector de mediasX � y matriz
de covarianzas� 2I n .
Sellama rango del dise~no al rango de la matriz X

r = rango X

y esun elemento muy importante en la discusi�on de los modelos.Evidentemente r � m.
El valor de r esel n�umeroefectivo depar�ametrosdel dise~no, enel sentido dequesi r < m
es posible reparametrizar el modelo para que r seaigual al n�umero de par�ametros. En
muchoscasosel dise~no veri�ca directamente quer = m y entoncessedicequeesde rango
m�aximo.
El modelolineal queveri�que lascondicionesaqu�� expuestas,salvo la normalidad,diremos
que est�a bajo las condicionesde Gauss-Markov ordinarias.
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2.4. Estimaci� on de los par �ametros

La estimaci�on de los par�ametros� = (� 1; : : : ; � m )0 sehacecon el criterio de los m��nimos
cuadrados.Setrata de hallar el conjunto de valoresde los par�ametros b� = ( b� 1; : : : ; b� m )0

que minimicen la siguiente sumade cuadrados

� 0� = (Y � X � )0(Y � X � ) (2.2)

=
nX

i =1

(yi � x i 1� 1 � � � � � x im � m )2

La estimaci�on b� de � la llamaremosestimaci�on MC, abreviaci�on de m��nimo-cuadr�atica,
o LS del ingl�esleast squares.

Teorema 2.4.1

Toda estimaci�on MC de � essoluci�on de la ecuaci�on

X 0X � = X 0Y (2.3)

Demostraci�on:
Si desarrollamosla sumade cuadrados� 0� tenemos

� 0� = (Y � X � )0(Y � X � )

= Y 0Y � 2� 0X 0Y + � 0X 0X �

y si derivamosmatricialmente respecto a � resulta

@� 0�
@�

= � 2X 0Y + 2X 0X �

De modo que, si igualamosa cero,obtenemosla ecuaci�on enunciada en el teorema.�
Las ecuaciones2.3 reciben el nombre de ecuacionesnormales.
Si el rango es m�aximo y r = m, entoncesX 0X tiene inversay la �unica soluci�on de las
ecuacionesnormaleses

b� = (X 0X )� 1X 0Y

Si r < m el sistemade ecuaciones2.3 es indeterminado y su soluci�on no es �unica. En
estoscasos,una posibilidad (ver Ap�endiceA) esconsiderar

b� = (X 0X )� X 0Y

dondeA � = (X 0X )� esuna g-inversade A = X 0X , esdecir, A � veri�ca

AA � A = A

Entoncessepuededemostrarque la soluci�on generales

b� = (X 0X )� X 0Y + (I � A � A )z

siendoz un vector param�etrico.
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Ahora podemosde�nir la sumade cuadradosresidual como

SCR= e0e = (Y � X b� )0(Y � X b� )

Comoveremos,SCR entendido comoun estad��stico funci�on de la muestraY , desempe~na
un papel fundamental en el An�alisis de la Varianza.
El modelo lineal Y = X � + � , bajo las hip�otesisde Gauss-Markov, veri�ca

E(Y ) = X �

Teorema 2.4.2

Sea
 = hX i � Rn el subespaciovectorial generadopor las columnasde X de dimensi�on
dimhX i = r = rango X .
Entoncesseveri�ca:

(i) E(Y ) 2 hX i

(ii) Si b� esuna estimaci�on MC, el vector de residuose = Y � X b� esortogonal a hX i .

Demostraci�on:
En efecto,

i) Si x (1) ; : : : ; x (m) son las columnasde X , entonces

E(Y ) = x (1) � 1 + � � � + x (m) � m 2 hX i

ii) X 0e = X 0(Y � X b� ) = X 0Y � X 0X b� = 0 �

Teorema 2.4.3

Para cualquier b� soluci�on MC de 2.3 severi�ca que

bY = X b� e = Y � bY SCR= (Y � X b� )0(Y � X b� )

son �unicos.
Adem�as

SCR= Y 0Y � b� 0X 0Y (2.4)

Demostraci�on:
Si desarrollamosla sumade cuadradosresidual SCR resulta

SCR= Y 0Y � b� 0X 0Y � Y 0X b� + b� 0X 0X b�

y comoX 0X b� = X 0Y , obtenemos

SCR= Y 0Y � 2b� 0X 0Y + b� 0X 0Y = Y 0Y � b� 0X 0Y

Consideremosahora los vectores bY 1 = X b� 1 y bY 2 = X b� 2, donde b� 1 y b� 2 son dos solu-
cionesMC. Entonces bY 1 y bY 2 pertenecenal subespaciohX i generadopor las columnas
de X y su diferencia bY 1 � bY 2 tambi�en. Por otra parte, observamosque

X 0( bY 1 � bY 2) = X 0X b� 1 � X 0X b� 2 = X 0Y � X 0Y = 0

demodo que bY 1� bY 2 perteneceal ortogonaldehX i . As�� pues,necesariamente bY 1� bY 2 = 0
y el vector de errorese = Y � bY 1 = Y � bY 2 es �unico.
En consecuencia,la sumade cuadradosde los erroresSCR tambi�en es �unica. �
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In terpretaci� on geom�etrica

El modelo te�orico es
Y = X � + � = � + � si � = X �

EntoncesE(Y ) = X � = � signi�ca que el valor esperadode Y perteneceal subespacio

 = hX i y para estimar los par�ametros� debemosminimizar

� 0� = kY � � k2 con � 2 
 = hX i

Como el vector concreto de observacionesY se puede considerarun vector de Rn , el
problema anterior se puede resolver en t�erminos geom�etricos. As�� se sabe que cuando
� 2 
, kY � � k2 esm��nimo para � = bY = PY , dondeP es la matriz de la proyecci�on
ortogonal en 
 = hX i (ver Ap�endiceB). La estimaci�on MC es equivalente a hallar la
proyecci�on ortogonal bY de Y sobrehX i , es decir, la norma eucl��dea de e = Y � bY es
m��nima:

SCR= e0e = kek2 = kY � bY k2

Secomprendeque cualquier otra proyecci�on no ortogonal dar��a una soluci�on menosade-
cuada.

bY

Y e


 = hX i

Como e = Y � bY esortogonal a 
, severi�ca que

X 0(Y � bY ) = 0 �o X 0bY = X 0Y

donde bY est�a determinadapor ser la �unica proyecci�on ortogonal de Y en 
. Cuando las
columnasde X sonlinealmente independientes, forman una basey existeun �unico vector
b� tal que bY = X b� de maneraque

X 0bY = X 0Y ) X 0X b� = X 0Y

sonlasecuacionesnormales.En casocontrario, esdecir, cuandolascolumnasdeX sonde-
pendientes no podemosconcretaruna soluci�on �unica para los par�ametros� . Sin embargo
todas las solucionesdeben veri�car la siguiente propiedad.

Teorema 2.4.4

b� esuna estimaci�on MC de � si y s�olo si X b� = PY , dondeP esla proyecci�on ortogonal
en 
 = hX i
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Demostraci�on:
Una estimaci�on b� de � esMC si y s�olo si

(Y � X b� )0(Y � X b� ) = m��n
�

(Y � X � )0(Y � X � )

Seae� una estimaci�on cualquierade � , entonces

(Y � X e� )0(Y � X e� ) = (Y � PY + PY � X e� )0(Y � PY + PY � X e� )

= (Y � PY )0(Y � PY ) + (Y � PY )0(PY � X e� )

+ (PY � X e� )0(Y � PY ) + (PY � X e� )0(PY � X e� )

Sin embargo

(Y � PY )0(PY � X e� ) = Y 0(I � P)PY � Y 0(I � P)X e� = 0

ya que P esidempotente y adem�as PX = X . De forma que

(Y � X e� )0(Y � X e� ) = (Y � PY )0(Y � PY ) + (PY � X e� )0(PY � X e� )

dondeambost�erminossonpositivos,el primero no dependede e� y el segundoseminimiza
si escero, luegoPY = X b� . �

En resumeny como ya hemosvisto, la soluci�on del problema se basaen la proyecci�on
ortogonal sobre el subespacio
 que garantiza la unicidad del vector de predicciones
bY = PY y por endedel vector de residuose = Y � bY y de la sumade cuadradosde los
residuos

SCR= e0e = (Y � PY )0(Y � PY ) = Y 0(I � P)Y

ya que I � P esidempotente (ver Ap�endiceB).
La soluci�on para los par�ametros� debe salir de las ecuacionesnormaleso de la ecuaci�on
X � = PY y s�olo es �unica cuandoel rango de la matriz X esm�aximo.

Ejemplo 2.4.1

Consideremosel modelo lineal con n = 3, m = 1 y r = 1

y1 = � + � 1

y2 = 2� + � 2

y3 = � � + � 3

queen expresi�on matricial escribimos
0

@
y1

y2

y3

1

A =

0

@
1
2

� 1

1

A � +

0

@
� 1

� 2

� 3

1

A

de modo queX 0 = (1; 2; � 1).
Las ecuacionesnormalesson

�
1 2 � 1

�
0

@
1
2

� 1

1

A � =
�

1 2 � 1
�

0

@
y1

y2

y3

1

A
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es decir
6� = y1 + 2y2 � y3

y la estimaci�on MC de � es b� = (y1 + 2y2 � y3)=6.
La sumade cuadradosresiduales

SCR= Y 0Y � b� 0X 0Y = y2
1 + y2

2 + y2
3 � (y1 + 2y2 � y3)2=6

Ejemplo 2.4.2

Supongamosque se desea pesar tres objetos cuyos pesosexactosson � 1, � 2 y � 3. Se
dispone de una balanza de platil los con un error de pesadaque podemosconsiderar con
distribuci�on N (0; � ). Un arti�cio para mejorar la precisi�on y ahorrar pesadasconsisteen
repartir los objetosen uno o en los dosplatil los y anotar las sumaso diferenciasdepesos:

x1� 1 + x2� 2 + x3� 3 = y

dondey es el pesoobservadoy x i = 0; 1; � 1.
Consideremoslas siguientespesadas:

� 1 + � 2 + � 3 = 5;53

� 1 � � 2 + � 3 = 1;72

� 1 + � 2 � � 3 = 0;64

� 1 + � 2 + � 3 = 5;48

� 1 � � 2 + � 3 = 1;70

A partir de estosdatos, las ecuacionesnormalesson
8
<

:

5� 1 + � 2 + 3� 3 = 15;07
� 1 + 5� 2 � � 3 = 8;23

3� 1 � � 2 + 5� 3 = 13;79

La estimaci�on de los par�ametros proporciona

b� 1 = 1;175 b� 2 = 1;898 b� 3 = 2;433

y la sumade cuadradosresiduales

SCR= (5;53� ( b� 1 + b� 2 + b� 3))2 + � � � = 0;00145

2.5. Estimaci� on de la varianza

La varianza de los erroresdel modelo lineal

� 2 = var(� i ) = var(yi ) i = 1; : : : ; n

esotro par�ametro que debe serestimadoa partir de las observacionesde y1; : : : ; yn .
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Teorema 2.5.1

SeaY = X � + � el modelo lineal con las hip�otesisimpuestasen la secci�on 2.3. Entonces
el estad��stico1

b� 2 = ECM = SCR=(n � r )

es un estimador insesgadode la varianza � 2. En este estad��stico SCR es la suma de
cuadradosresidual, n el n�umero total de observacionesy r el rango del dise~no.

Demostraci�on 1:
Las columnasx (1) ; : : : ; x (m) de la matriz de dise~no X generanel subespaciode dimensi�on
r que escribimos

hX i = hx (1) ; : : : ; x (m) i

Seaahora V una matriz ortogonal, esdecir, tal que VV 0 = V 0V = I n , cuyas columnas
v (1) ; : : : ; v (r ) ; v (r +1) ; : : : ; v (n) forman una baseortogonal de Rn . Es posibleconstruir V de
modo que las r primerascolumnasgenerenel subespaciohX i

hX i = hv (1) ; : : : ; v (r ) i

Por otra parte, Y = (y1; : : : ; yn )0 esun vector aleatorio de Rn que,mediante V , transfor-
mamosen Z = (z1; : : : ; zn )0 = V 0Y

zi = v1i y1 + � � � + vni yn i = 1; : : : ; n

Para las variablestransformadasseveri�ca que

E(zi ) =
nX

h=1

vhi E(yh) = v 0
(i )X � =

�
� i si i � r
0 si i > r

puesX � 2 hX i que esortogonal a v (i ) para i > r .

Seab� una estimaci�on MC. Entonces

Y = X b� + (Y � X b� ) = X b� + e

dondeobviamente X b� 2 hX i y comosabemose 2 hX i ? , demaneraquela transformaci�on
ortogonal V 0 aplicadasobree proporciona

V 0e = (0; : : : ; 0; zr +1 ; : : : ; zn )0

Luego,en funci�on de las variableszi tenemos

SCR= e0e = (V 0e)0V 0e =
nX

i = r +1

z2
i

Adem�as, por ser una transformaci�on ortogonal, las variablesz1; : : : ; zn siguensiendoin-
correlacionadasy de varianza � 2. As�� pues

E(zi ) = 0 E(z2
i ) = var(zi ) = var(yi ) = � 2

1En muchos de los libros cl�asicosescritos en ingl�es este estad��stico se llama MSE, siglas de mean
square error.
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y por lo tanto

E(SCR) =
nX

i = r +1

E(z2
i ) = (n � r )� 2

La expresi�on
SCR= z2

r +1 + � � � + z2
n (2.5)

se llama forma can�onica de la suma de cuadradosresidual del modelo lineal bajo las
hip�otesisde Gauss-Markov. �
Demostraci�on 2:
Sepuedehaceruna demostraci�on mucho m�asdirecta a partir de la propiedad2 explicada
en el Ap�endiceC1 de Estad��stica Multiv ariante:
Para un vector aleatorio Y con esperanzaE(Y ) = � y matriz de varianzasy covarianzas
var(Y ) = V , setiene que

E(Y 0AY ) = tr( AV ) + � 0A �

dondeA esuna matriz constante.
En nuestro casoE(Y ) = � = X � y var(Y ) = V = � 2I , de forma que

E(SCR) = E(Y 0(I � P)Y ) = tr( � 2(I � P)) + � 0X 0(I � P)X �

= � 2 tr( I � P)

= � 2 rg(I � P) = � 2(n � r )

graciasa las propiedadesde la matriz I � P. �

2.6. Distribuciones de los estimadores

Vamosahoraa estableceralgunaspropiedadesde los estimadoresMC para un modelo de
rango m�aximo.
Si asumimosque los errores son insesgadosE(� ) = 0, que es la primera condici�on de
Gauss-Markov, entoncesb� esun estimador insesgadode �

E(b� ) = (X 0X )� 1X 0E(Y ) = (X 0X )� 1X 0X � = �

Si asumimosadem�asque los errores� i son incorrelacionadosy con la misma varianza,es
decir var(� ) = � 2I , resulta que

var(Y ) = var(Y � X � ) = var(� ) = � 2I

ya que X � no esaleatorio y en consecuencia

var(b� ) = var((X 0X )� 1X 0Y ) = (X 0X )� 1X 0var(Y )X (X 0X )� 1

= � 2(X 0X )� 1(X 0X )(X 0X )� 1 = � 2(X 0X )� 1

Veamosa continuaci�on algunosresultadosacercade la distribuci�on de b� y SCR bajo las
hip�otesisdel modelo lineal normal en el casode rango m�aximo.

32



Teorema 2.6.1

SeaY � N (X � ; � 2I n ) conrangoX = m. Entoncesseveri�can lassiguientespropiedades:

i) La estimaci�on MC de � coincide con la estimaci�on de la m�axima verosimilitud.
Adem�as esinsesgaday de m��nima varianza.

ii) b� � N (� ; � 2(X 0X )� 1)

iii) (b� � � )0X 0X (b� � � )=� 2 � � 2
m

iv) b� esindependiente de SCR

v) SCR=� 2 � � 2
n� m

Demostraci�on:

i) La funci�on de verosimilitud es

L(Y ; � ; � 2) = (
p

2� � 2)� nexp
�
�

1
2� 2

(Y � X � )0(Y � X � )
�

de modo que el m��nimo de (Y � X � )0(Y � X � ) esel m�aximo de L.

Ya hemosvisto que b� esinsesgadoy adem�as,cada b� i esun estimador lineal de va-
rianza m��nima de� i , ya queescentrado y dem�axima verosimilitud, luegosu�ciente.
Sellegar�a a la misma conclusi�on comoconsecuenciadel Teorema3.2.1.

Por otra parte, si sustituimos � por b� en la funci�on de verosimilitud y derivamos
respecto a � 2 resulta queel el estimadorde m�axima verosimilitud de la varianzaes

b� 2
M V = SCR=n

Este estimador es sesgadoy en la pr�actica no se utiliza, ya que disponemosdel
estimadorinsesgadopropuestoen el apartado anterior. Adem�as,bajo ciertascondi-
cionesgeneralessepuedeprobar queb� 2 = SCR=(n� m) esun estimadordevarianza
m��nima de � 2 (v�easeSeber [65, p�ag. 52]).

ii) Como b� = [(X 0X )� 1X 0]Y , b� es combinaci�on lineal de una normal y, por tanto,
tiene distribuci�on normal multiv ariante con matriz de varianzas-covarianzas

(X 0X )� 1� 2

iii) Es consecuenciade laspropiedadesde la normal multiv ariante del apartadoanterior
ya que

(b� � � )0X 0X (b� � � )=� 2 = (b� � � )0var(b� )� 1(b� � � ) � � 2
m

iv) Si calculamosla matriz de covarianzasentre b� i Y � X b� tenemos

cov(b� ; Y � X b� ) = cov((X 0X )� 1X 0Y ; (I � P)Y )

= (X 0X )� 1X 0var(Y )(I � P)0

= � 2(X 0X )� 1X 0(I � P) = 0

de modo que efectivamente b� esindependiente de (Y � X b� )0(Y � X b� ), ya que la
incorrelaci�on entre normalesmultiv ariantes implica su independencia.

Este resultadoseampliar�a en el Teorema3.4.1.
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v) Aplicando la ecuaci�on 2.5

SCR=� 2 = (zm+1 =� )2 + � � � + (zn=� )2

obtenemosuna sumade cuadradosde n � m variablesnormalesindependientes, es
decir, una distribuci�on � 2

n� m .

�

Ejemplo 2.6.1

La distribuci�on de b� del ejemplo2.4.1 es N (� ; � =
p

6)

E(b� ) = E((y1 + 2y2 � y3)=6) = (1=6)(� + 4� + � ) = �

var(b� ) = (� 2 + 4� 2 + � 2)=62 = � 2=6

La distribuci�on de SCR=� 2 es � 2
2, siendo

SCR= (y1 � b� )2 + (y2 � 2b� )2 + (y3 + b� )2

Ejemplo 2.6.2

La estimaci�on de la varianza del error � 2 en el ejemplo2.4.2 es

b� 2 = 0;00145=(5 � 3) = 0;725� 10� 3

Observemosque el n�umero de pesadasnecesariaspara obtener la misma precisi�on ser��a
mayor si pes�aramoscada objeto individualmente.

2.7. Matriz de dise~no reducida

Supongamosque varias observacionesyi han sido obtenidasbajo las mismascondiciones
experimentales. Para estasobservaciones,el modelo que liga yi con las � esel mismo, lo
que se traduce en que las �las de la matriz de dise~no correspondientes est�an repetidas.
Para evitar la redundancia que esto supone nos ser�a muy �util, a efectoste�oricos y de
c�alculo, introducir el conceptode matriz de dise~no reducida.

De�nici� on 2.7.1

Dadoel modelolineal Y = X � + � , l lamaremosmatriz dedise~no reducidaX R a la matriz
k � m obtenidatomando las k �las distintas de la matriz de dise~no original X . Diremos
entonces quek es el n�umero de condicionesexperimentales.

Las matrices de dise~no original o ampliada y reducida las indicaremos por X y X R

respectivamente, cuandoconvengadistinguir una de otra.
Si la �la i -�esima de X R est�a repetida ni vecesen X , signi�ca que se han obtenido ni

r�eplicasde la variableobservablebajo la i -�esimacondici�on experimental. Si estosn�umeros
de r�eplicassonn1; n2; : : : ; nk , entonces

n = n1 + n2 + � � � + nk
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Adem�as de la matriz reducidaX R , utilizaremos tambi�en la matriz diagonal

D = diag(n1; n2; : : : ; nk)

y el vector de medias
�Y = ( �y1; �y2; : : : ; �yk)0

dondecadayi esla media de las r�eplicasbajo la condici�on experimental i .
En una experienciabajo la cual todas las observacioneshan sido tomadasen condiciones
experimentales distintas (casode una solaobservaci�on por casilla), entonces

X R = X �Y = Y D = I ni = 1

Como veremosm�as adelante (ver secci�on 10.7), la utilizaci�on de X R , D e �Y nos permi-
tir�a abordar dise~nosno balanceadosy el casode observacionesfaltantes.

Teorema 2.7.1

La soluci�on de las ecuacionesnormalesy la suma de cuadradosresidual en t�erminosde
la matriz de dise~no reducidaX R , de D e �Y es

b� = (X 0
RDX R)� 1X 0

RD �Y

SCR= Y 0Y � b�
0
X 0

RD �Y

Demostraci�on:
SeaM una matriz n � k de forma que cadacolumna i es

(0; : : : ; 0| {z }
n0

; 1; : : : ; 1| {z }
n i

; 0; : : : ; 0| {z }
n00

)0

dondek esel n�umero de condicionesexperimentales (n�umero de �las distintas de X ), n i

el n�umero de r�eplicasbajo la condici�on i , y adem�as

n0 = n1 + � � � + ni � 1 n00= ni +1 + � � � + nk

Severi�ca

M 0Y = D �Y MX R = X M 0M = D X 0Y = X 0
RM 0Y = X 0

RD �Y

de dondesesigueninmediatamente las f�ormulas del teorema. �

Ejemplo 2.7.1

Con los datosdel ejemplo2.4.2

X =

0

B
B
B
B
@

1 1 1
1 � 1 1
1 1 � 1
1 1 1
1 � 1 1

1

C
C
C
C
A

Y =

0

B
B
B
B
@

5;53
1;72
0;64
5;48
1;70

1

C
C
C
C
A
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Agrupando las �las 1; 4 y 2; 5 obtenemos

X R =

0

@
1 1 1
1 � 1 1
1 1 � 1

1

A D =

0

@
2 0 0
0 2 0
0 0 1

1

A

donden1 = n2 = 2, n3 = 1, k = 3.

�Y =

0

@
(5;53+ 5;48)=2
(1;72+ 1;70)=2

0;64

1

A =

0

@
5;505
1;710
0;640

1

A

La matriz M es

M =

0

B
B
B
B
@

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1

1

C
C
C
C
A

Ejemplo 2.7.2

Consideremosel modelo
yij = � + � i + � j + � ij

correspondienteal dise~no de dos factores sin interacci�on.
Supongamosque el primer factor tiene 2 nivelesy el segundo tiene 3 niveles, y que los
n�umeros de r�eplicas son

n11 = 2 n21 = 1 n12 = 3 n22 = 3 n13 = 5 n23 = 4

La matriz de dise~no reducida es

� � 1 � 2 � 1 � 2 � 3

1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1

Sin embargo, la matriz de dise~no ampliada tiene 6 columnasy
P

nij = 18 �las.

2.8. Matrices de dise~no de rango no m�aximo

Cuando el modelo lineal correspondeal an�alisis de los datos de un dise~no experimental,
la matriz X tiene todossuselementos convalores0 �o 1 y suscolumnasacostumbran a ser
linealmente dependientes. Ya sabemosqueen estecasoesposiblehallar el estimadorMC
de � = X � pero, por desgracia,hay m�ultiples estimacionesde los par�ametros� quem�as
bien podemosconsiderarcomosolucionesb� de las ecuacionesnormales.En todo casoy
como veremosen el pr�oximo cap��tulo estamosinteresadosen concretar una estimaci�on
de los par�ametros� aunqueno sea�unica. A continuaci�on secomentan algunosm�etodos
para hallar una soluci�on b� o para hallar la SCR directamente.
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2.8.1. Reducci�on a un mo delo de rango m�aximo

SeaX 1 la matriz n � r con las r = rg X columnaslinealmente independientesde la matriz
de dise~no X , entoncesP = X 1(X 0

1X 1)� 1X 0
1 de forma que

SCR= Y 0(I � P)Y = Y 0Y � b� 0X 0
1Y

donde b� = (X 0
1X 1)� 1X 0

1Y esla soluci�on del modelo Y = X 1� + � de rango m�aximo.
Podemosasumir, sin p�erdida de generalidad,queX 1 est�a formadapor las r primeras�las
de X de maneraque X = (X 1; X 2). EntoncesX 2 = X 1F ya que las columnasde X 2 son
linealmente dependientes de las de X 1 y, por tanto, X = X 1(I r ; F). As��, �esteesun caso
especial de una factorizaci�on m�as generaldel tip o

X = KL

dondeK esn � r de rango r , y L esr � m de rango r . Entoncespodemosescribir

X � = KL � = K �

y estimar � .

2.8.2. Imp osici�on de restricciones

Este m�etodo consisteen imponer un conjunto de restriccionesdel tip o H � = 0 para
evitar la indeterminaci�on de � . Las restriccionesapropiadas,llamadasidenti�cables, son
aquellasque,para cada� 2 
 = hX i , existeun �unico � quesatisface� = X � y 0 = H � ,
esdecir, que satisface �

�
0

�
=

�
X
H

�
� = G�

La soluci�on es simple. Debemoselegir como �las de H un conjunto de m � r vectores
m � 1 linealmente independientes que seantambi�en linealmente independientes de las
�las de X . Entoncesla matriz G de orden (n + m � r ) � m tendr�a rangom de modo que
G0G = X 0X + H 0H esm � m de rango m y en consecuenciatiene inversa.Luegohemos
salvado la de�ciencia en el rango de X 0X introduciendola matriz H 0H .
As�� pues,si a~nadimosH 0H � = 0 a las ecuacionesnormalestenemos

G0G� = X 0Y

cuya soluci�on es b� = (G0G)� 1X 0Y . Se puede ver, a partir de b� = X b� = PY , que
P = X (G0G)� 1X 0 ya que P es �unica.
La demostraci�on de todos los detallesaqu�� expuestospuedeverseen Seber [65, p�ag. 74].
Es interesante comprobarque, si H � = 0, entonces

E(b� ) = (G0G)� 1X 0X �

= (G0G)� 1(X 0X + H 0H )� = �

de modo que b� esun estimador insesgadode � .
Este m�etodo esparticularmente �util en los modelosde an�alisisde la varianzapara los que
H sehalla con mucha facilidad.
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Ejemplo 2.8.1

Consideremosel modelocorrespondienteal dise~no deun factor con, por ejemplo,3 niveles

yij = � + � i + � ij i = 1; 2; 3 j = 1; : : : ; ni

entonces, tenemosm = 4 y una matriz de dise~no de rango 3. La estimaci�on de los
par�ametros resulta indeterminada.
Sin embargo, si a~nadimos la restricci�on

P
� i = 0, es decir, si hacemosH = (0; 1; 1; 1),

el sistemaconjunto esde rango4 y podemosdeterminar una soluci�on o calcular la suma
de cuadradosresidual.
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2.9. Ejercicios

Ejercicio 2.1

Una variable Y toma los valoresy1, y2 y y3 en funci�on de otra variable X con los valores
x1, x2 y x3. Determinar cualesde los siguientes modelosson linealesy encontrar, en su
caso,la matriz de dise~no para x1 = 1, x2 = 2 y x3 = 3.

a) yi = � 0 + � 1x i + � 2(x2
i � 1) + � i

b) yi = � 0 + � 1x i + � 2ex i + � i

c) yi = � 1x i (� 2tang(x i )) + � i

Ejercicio 2.2

Dado el modelo lineal �
y1

y2

�
=

�
2
1

�
� +

�
� 1

� 2

�

hallar la estimaci�on MC de � y la sumade cuadradosresidual.

Ejercicio 2.3

Si b� esuna estimaci�on MC, probar que

(Y � X � )0(Y � X � ) = (Y � X b� )0(Y � X b� ) + (b� � � )0X 0X (b� � � )

Ejercicio 2.4

Cuatro objetos cuyos pesosexactosson � 1, � 2, � 3 y � 4 han sido pesadosen una balanza
de platillos de acuerdocon el siguiente esquema:

� 1 � 2 � 3 � 4 peso
1 1 1 1 9;2
1 � 1 1 1 8;3
1 0 0 1 5;4
1 0 0 � 1 � 1;6
1 0 1 1 8;7
1 1 � 1 1 3;5

Hallar las estimacionesde cada� i y de la varianza del error.

Ejercicio 2.5

Seab� la estimaci�on MC de � . Si bY = X b� = PY , probar que la matriz P veri�ca

P2 = P (I � P)2 = I � P

Ejercicio 2.6

La matriz de dise~no reducidade un modelo lineal normal es

X R =

0

@
1 1 1
1 0 1
0 1 0

1

A
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Sesabe adem�as que

y1 = 10 y2 = 12 y3 = 17 n1 = n2 = n3 = 10

s2
1 =

1
n1

X
(yi 1 � y1)2 = 2;8 s2

2 = 4;2 s2
3 = 4;0

Sepide:

a) Hallar la expresi�on generalde las estimacionesMC de los par�ametros� .

b) Calcular SCR. Estimar la varianza del dise~no � 2.

c) Estudiar si la hip�otesisnula H0 : � 2 = 3 puedeseraceptada.

Ejercicio 2.7

Consideremosel modelo lineal

yi = � 0 + � 1x i 1 + � � � + � mx im + � i i = 1; : : : ; n

Seanb� 0; b� 1; : : : ; b� m las estimacionesMC de los par�ametrosy sea

byi = b� 0 + b� 1x i 1 + � � � + b� mx im i = 1; : : : ; n

Probar que
nX

i =1

(yi � byi ) =
nX

i =1

ei = 0
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Cap��tulo 3

Funciones param �etricas estimables

3.1. In tro ducci�on

En los modeloslineales,adem�as de la estimaci�on de los par�ametros � i y de � 2, interesa
tambi�en la estimaci�on de ciertas funcioneslinealesde los par�ametros.Comovamosa ver,
estoesespecialmente necesariocuandolos par�ametroscarecende una estimaci�on �unica.

De�nici� on 3.1.1

Llamaremosfunci�on param�etrica a toda funci�on lineal  de los par�ametros

 = a1� 1 + � � � + am � m = a0�

y diremosqueuna funci�on param�etrica  es estimablesi existeun estad��stico b , combi-
naci�on lineal de las observacionesy1; : : : ; yn

b = b1y1 + � � � + bnyn = b0Y

tal que
E( b ) =  

es decir, b es estimador lineal insesgadode  .

Estas funcionesparam�etricas tienen la siguiente caracterizaci�on

Teorema 3.1.1

Sea = a0� una funci�on param�etrica estimableasociada al modelo lineal Y = X � + � .
Severi�ca:

i)  esestimablesi y s�olo si el vector �la a0 escombinaci�on lineal de las �las de X .

ii) Si  1; : : : ;  q sonfuncionesparam�etricasestimables,entoncesla combinaci�on lineal
 = c1 1 + � � � + cq q estambi�en funci�on param�etrica estimable.

iii) El n�umerom�aximodefuncionesparam�etricasestimableslinealmente independientes
esr = rango(X ).

Demostraci�on:
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i) Sea b = b0Y tal que E( b ) =  . Entonces

a0� = E(b0Y ) = b0E(Y ) = b0X �

cualquieraque sea� , luego
a0 = b0X

lo que nosdice que a0 escombinaci�on lineal de las �las de la matriz de dise~no X .

Rec��procamente, si suponemosque b0X = a0, entoncesbasta tomar b = b0Y como
estimador lineal insesgadode  .

ii) y iii) para el lector (ver ejercicio3.4) �

Observ aciones:

1) Si rango X = m, entoncestodos los par�ametros� i y todas las funcionesparam�etri-
cas  son estimables,puesel subespaciogeneradopor las �las de X coincidecon
Rm .

2) Si rango X < m, puedenconstruirsefuncionesparam�etricasqueno sonestimables.

3) Una caracterizaci�on algebraica de que  = a0� es estimable viene dada por la
identidad

a0(X 0X )� X 0X = a0

donde(X 0X )� representa una g-inversade X 0X .

En efecto,consideremoslas matrices

S = X 0X S� = (X 0X )� H = S� S

entoncessecompruebaf�acilmente que

H 2 = H SH = S

Puestoque H esidempotente

rango H = traza H = rango S = rango X = r

Por otra parte tenemos

0 = S � SH = (I m � H )0(S � SH) = (I m � H )0(X 0X � X 0XH )

= (I m � H )0(X 0(X � XH )) = (X � XH )0(X � XH )

luego
X = XH

Entonces,si  = a0� esestimable,a0 = b0X y

a0H = b0XH = b0X = a0

Rec��procamente, si a0H = a0, resulta que

a0 = a0S� S = (a0S� X 0)X = b0X

siendob0 = a0S� X 0.
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3.2. Teorema de Gauss-Mark ov

Vamosa ver en primer lugar que, cuandoel rango de la matriz de dise~no no esm�aximo
y, por tanto, la estimaci�on MC de los par�ametrosno es�unica, la estimaci�on de cualquier
funci�on param�etrica estimableutilizando cualquierade los estimadoresMC s�� es �unica.

Teorema 3.2.1

Si  = a0� una funci�on param�etrica estimabley b� esun estimador MC de � , entonces
el estimador b = a0b� de  es �unico.

Demostraci�on:
Si  es una funci�on param�etrica estimable, tiene un estimador lineal insesgadob0Y ,
dondeb esun vector n � 1. Consideremosel subespacio
 = hX i de Rn generadopor las
columnasde X . El vector b sepuededescomponer de forma �unica

b = eb + c eb 2 
 c ? 


de modo que c esortogonal a todo vector de 
.
Consideremosahora el estimador lineal eb0Y y veamosque esinsesgadoy que su valor es
�unico. Sabemosque b0Y esinsesgado

 = a0� = E(b0Y ) = E(eb0Y ) + E(c0Y ) = E(eb0Y ) = eb0X � (3.1)

luegoE(eb0Y ) = a0� , pues

E(c0Y ) = c0E(Y ) = c0X � = 0� = 0

Supongamosque b � 0Y esotro estimador insesgadopara  y b � 2 
. Entonces

0 = E(eb0Y ) � E(b � 0Y ) = (eb0 � b � 0)X �

luego
(eb0 � b � 0)X = 0

lo que quiere decir que (eb0 � b � 0) esortogonal a 
. Como tambi�en pertenecea 
, debe
ser eb � b � = 0, esdecir, eb = b � .
Por �ultimo, sabemosque para cualquier estimadorMC de � e = Y � X b� esortogonal a

, de maneraque

0 = eb0e = eb0Y � eb0X b�

y as�� eb0Y = eb0X b� . Adem�as,por 3.1 sabemosque eb0X = b0X = a0, luego

eb0Y = a0b�

para cualquier b� . �
A continuaci�on sedemuestra la principal ventaja de la utilizaci�on de los estimadoresMC.

Teorema 3.2.2 (Gauss-Mark ov)

Si  = a0� una funci�on param�etrica estimabley b� esun estimador MC de � , entonces
b = a0b� es el estimador de varianza m��nima1 en la clase de los estimadoreslineales
insesgadosde  .

1BLUE: best linear unbiasedestimate
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Demostraci�on:
Con la notaci�on

kbk2 = b2
1 + � � � + b2

n

tenemosque
var(b0Y ) = b2

1� 2 + � � � + b2
n � 2 = kbk2� 2

Si consideramosla descomposici�on de cualquier estimador insesgadode  que hemos
utilizado en el teoremaanterior y dado que

kbk2 = kebk2 + kck2

resulta
var(a0b� ) = var(eb0Y ) = kebk2� 2 � (kebk2 + kck2)� 2 = var(b0Y )

�
Observ aciones:

1) Estos resultadosson v�alidos incluso para un modelo lineal sin la hip�otesisde nor-
malidad.

2) La estimaci�on con varianza m��nima es

b = a0(X 0X )� X 0Y

3) Como la varianza de b0Y esb0b� 2, resulta que la varianza m��nima es

var( b ) = var(a0b� ) = � 2a0(X 0X )� a

4) Utilizando la matriz de dise~no reducida tenemos

b = a0(X 0
RDX R)� X 0

RD �Y

var( b ) = � 2a0(X 0
RDX R)� a

De aqu�� deducimosque b escombinaci�on lineal de las mediasde las k condiciones
experimentales

b = c1
�Y1 + � � � + ck

�Yk = c0�Y

dondec = (c1; : : : ; ck)0 es
c = DX R(X 0

RDX R)� a

Entonces

var( b ) =

 
kX

i =1

c2
i =ni

!

� 2 = � 2� 2

Por otra parte, todo estimadorlineal insesgadob = b0Y de  = a0� sedescomponecomo
hemosvisto en

b0Y = eb0Y + c0Y

Diremosque eb0Y (dondeeb es�unico) perteneceal espacio estimaci�on y quec0Y pertenece
al espacio error.
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M�as expl��citamente, la descomposici�on de b0 es

b0 = b0P + b0(I � P)

siendoP = X (X 0X )� X 0 la matriz del operadorqueproyectab en 
 = hX i (ver Ap�endice
B). El vector proyectadoes eb0 = b0P. Asimismo, I � P esotro operador que proyecta b
en el espacioortogonal a 
. La proyecci�on esc0 = b0(I � P). Como eb0c = 0, severi�ca

cov(eb0Y ; c0Y ) = 0

As�� pues,todo estimador lineal insesgadob0Y sedescomponeen

b0Y = b0PY + b0(I � P)Y

dondeb0PY esel estimadorde Gauss-Markov, mientras queb0(I � P)Y tiene esperanza
ceroy provoca un aumento de la varianza m��nima del mejor estimador b = b0PY .
Finalmente, observemosque

b = b0PY = b0X (X 0X )� X 0Y = b0X (X 0X )� X 0X b� =

= b0XH b� = a0b�
(3.2)

SiendoH = (X 0X )� X 0X , que veri�ca XH = X , y siendoa0 = b0X .
El aspecto geom�etrico de las estimacionesse puederesumir en el hecho que el espacio
muestral Rn al que perteneceel vector de observacionesY , sedescomponeen

Rn = 
 + 
 ?

donde
 representa el espacio estimaci�on. Toda estimaci�on de lospar�ametrosderegresi�on
est�a ligada a 
. Toda estimaci�on de la varianza del modelo est�a ligada al espacio error

 ? . Ambos espaciosson ortogonalesy bajo el modelo lineal normal, comoveremosm�as
adelante, ambasclasesde estimacionessonestoc�asticamente independientes.

Ejemplo 3.2.1

Sea y1; : : : ; yn una muestra aleatoria simple procedentede una poblaci�on N (�; � ). El mo-
delo lineal asociado es 0

B
@

y1
...

yn

1

C
A =

0

B
@

1
...
1

1

C
A � + �

El estimador MC de � es b� = (1=n)
P

yi que tambi�en es de Gauss-Markov(centrado y
de varianza m��nima).
En estecasoRn = 
 + 
 ? , siendo


 = h(1; : : : ; 1)0i


 ? = f (x1; : : : ; xn )0j
X

x i = 0g

Sea a0Y =
P

ai yi otro estimadorcentrado de � . EntoncesE(a0Y ) = � implica
P

ai = 1.
Luego se veri�c a a = ea + b, es decir,

0

B
@

a1
...

an

1

C
A =

0

B
@

1=n
...

1=n

1

C
A +

0

B
@

a1 � 1=n
...

an � 1=n

1

C
A
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con ea 2 
 , b 2 
 ? . Es f�acil ver queea0b = 0. Adem�as
X

ai yi = (1=n)
X

yi +
X

(ai � 1=n)yi

El primer t�ermino esestimadorcentradoy devarianzam��nima � 2=n. El segundot�ermino
veri�c a

E(
X

(ai � 1=n)yi ) = 0

cov(1=n
X

yi ;
X

(ai � 1=n)yi ) = 0

La matriz del operador queproyecta a en 
 es

P = 1=n

0

B
@

1
...
1

1

C
A (1; : : : ; 1) =

0

B
@

1=n : : : 1=n
...

. . .
...

1=n : : : 1=n

1

C
A

siendof�acil ver que

a0P = (1=n;: : : ; 1=n)

a0(I � P) = (a1 � 1=n;: : : ; an � 1=n)

Ejemplo 3.2.2

Ver especialmente el �nal del ejemplo5.3.2.

3.3. Varianza de la estimaci�on y multicolinealidad

Sabemosque a0� sedice estimablesi tiene un estimador lineal insesgadob0Y o, equiva-
lentemente, cuandoa = X 0b. Es decir, cuandoa escombinaci�on lineal de las �las de la
matriz X .

Teorema 3.3.1

La funci�on param�etrica a0� esestimablesi y s�olo si

a 2 hX 0i = hX 0X i

Demostraci�on:
Como sabemos, la funci�on param�etrica a0� es estimable si y s�olo si a es combinaci�on
lineal de las �las de X , esdecir, cuandoa 2 hX 0i . De modo que s�olo quedaprobar que

hX 0i = hX 0X i

PeroX 0Xc = X 0d para d = Xc , de forma quehX 0X i � hX 0i . Adem�as,lasdimensionesde
ambos subespaciosson igualesya que rg X 0 = rg X 0X , de dondesededucela igualdad.
Los detallespuedenverseen Seber [65, p�ag. 385]. �
En el apartado anterior hemosdemostradoque para una funci�on param�etrica estimable
a0� , su estimadorMC a0b� esel de m��nima varianza.Pero, >cuanto vale estavarianza?
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Supongamosque X 0X tiene como valores propios � 1; : : : ; � r todos positivos no nulos
asociadosa los correspondientes vectorespropios ortonormalesv 1; : : : ; v r , esdecir

X 0Xv i = � i v i i = 1; : : : ; r

y tales que v 0
i v j = � ij .

Si a0� esestimable,entoncesa 2 hX 0X i y estesubespacioest�a generadopor los vectores
propios. As�� pues,a sepuedeexpresaren la forma

a =
rX

i =1

ci v i

Entonces

var(a0b� ) = var

 
X

i

ci v0
i
b�

!

=
X

i

c2
i var(v 0

i
b� )

= � 2
X

i

c2
i � � 1

i

ya que

cov(v 0
i
b� ; v0

j
b� ) = � � 1

i � � 1
j cov(v 0

i X
0X b� ; v0

j X
0X b� )

= (� i � j )� 1cov(v 0
i X

0Y ; v0
j X

0Y )

= (� i � j )� 1� 2v0
i X

0Xv j

= (� i � j )� 1� 2� j v0
i v j

= � 2� � 1
i � ij

Silvey[67] concluy�o queesposibleuna estimaci�on relativamente precisaen las direcciones
de los vectorespropios de X 0X correspondientes a los mayores valores propios, mien-
tras que seobtienen unas estimacionesrelativamente imprecisas(poco e�cientes) en las
direccionescorrespondientes a los valorespropios m�as peque~nos.
Supongamosque X tiene rango m�aximo pero que sus columnasest�an cerca de ser li-
nealmente dependientes. EntoncesX 0X est�a cercade ser singular (no inversible), en el
sentido queuno o variosde susvalorespropiosno nulossonexcesivamente peque~nos,casi
despreciables,y por lo quehemosvisto las estimacionesen algunasdireccionesser�an muy
imprecisas.
La presenciade relacionesquasi linealesentre las variablesregresorasseconoce en Eco-
nometr��a conel nombre demulticolinealidad, cuya forma m�asextremasepresenta cuando
la matriz de datos X no tiene rango m�aximo. Este grave problema debe ser detectado
previamente a la estimaci�on y sepuedecorregir de varias formas(ver secci�on 8.5).
Una soluci�on te�orica consisteen minimizar o incluso erradicar la multicolinealidad, me-
diante la incorporaci�on de nuevasobservacionesen las direccionesde los vectorespropios
con valorespropios demasiadopeque~nos (o cero).
Supongamosque una nueva observaci�on sea~nadeal modelo Y = X � + � y resulta

�
Y

Yn+1

�
=

�
X

x0
n+1

�
� +

�
�

� n+1

�

= X � � + � �
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dondexn+1 = cv, dondev esun vector propio normalizadode X 0X correspondiente a un
valor propio � . Entoncesse puedeprobar que v es tambi�en un vector propio de X 0

� X �

correspondiente al valor propio � + c2. Y de esta forma Sylvey propusoun an�alisis para
la elecci�on de las direccionesen las que esconveniente elegir nuevas observacionespara
mejorar la precisi�on de las estimacionesde un a0� particular.

3.4. Sistemas de funciones param �etricas estimables

Consideremosun sistemade funcionesparam�etricas estimables

 1 = a0
1� ; : : : ;  q = a0

q�

sobreel mismo modelo lineal normal y donde los vectoresa1; : : : ; aq (q � r = rango X )
sonlinealmente independientes.Para cadauna, tenemoslascorrespondientesestimaciones
de Gauss-Markov

b i = a0
i
b� i = 1; : : : ; q

que podemoscondensarmatricialmente en la forma

b = ( b 1; : : : ; b q)0 = A b�

donde

A =

0

B
@

a0
1
...

a0
q

1

C
A

Con estamatriz, b esel conjunto de estimadoresMC del sistemade funcionesparam�etri-
cas = A � .

Teorema 3.4.1

Bajo el modelolineal normal, el conjunto deestimadoresb = A b� del sistemadefunciones
param�etricas  = A � veri�ca:

i) b siguela distribuci�on normal multiv ariante

b � Nq( ; �  )

donde = A � esel vector de mediasy

�  = � 2A (X 0X )� A 0

esla matriz de varianzas-covarianzas.

ii) La estimaci�on MC de toda funci�on param�etrica estimablees estoc�asticamente in-
dependiente de la sumade cuadradosresidual

SCR= (Y � X b� )0(Y � X b� )

En particular, b = A b� esestoc�asticamente independiente de SCR.

Demostraci�on:
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i) Es consecuenciade que b esuna combinaci�on lineal de variablesnormalesindepen-
dientes:

b i = a0
i (X

0X )� X 0Y

luegosi
A (X 0X )� X 0 = C

sabemosque E( b ) =  y la matriz de covarianzas de CY es � = � 2CC 0, de
maneraque

�  = � 2CC 0 = � 2A (X 0X )� X 0X (X 0X )� A 0 = � 2A (X 0X )� A 0

ii) Como en el teorema2.5.1,consideremosla transformaci�on ortogonal

Z = V 0Y

donde las primeras r columnas de la matriz ortogonal V generanel subespacio

 = hX i . Entonceslas variables z1; : : : ; zn son normalese independientes, y toda
estimaci�on de Gauss-Markov esuna combinaci�on lineal de

z1; : : : ; zr

puesto que perteneceal espacio estimaci�on. Sin embargo, la suma de cuadrados
residual es

SCR= z2
r +1 + � � � + z2

n

y, por tanto, ser�a estoc�asticamente independiente decualquierestimaci�on b i = a0
i
b� .

Esto mismo sepuedededucir de la expresi�on 3.2 ya que b = BPY , mientras que

SCR= Y 0(I � P)Y = ((I � P)Y )0(I � P)Y

donde(I � P)Y perteneceal espacioortogonal de 
.

�

Teorema 3.4.2

La distribuci�on de U = (A b� � A � )0(� 2A (X 0X )� A 0)� 1(A b� � A � ) esuna � 2
q.

Adem�as,U esestoc�asticamente independiente de SCR=� 2 cuya distribuci�on es� 2
n� r .

Demostraci�on:
Es consecuenciade las propiedadesde la distribuci�on normal multiv ariante y de los teo-
remas2.5.1y 3.4.1. �

Dos resultadosimportantes que sededucende los teoremasanteriores son:

a) Para el modelo lineal normal y el sistemade q funcionesparam�etricas estimables
 = A � severi�ca que la distribuci�on de

F =
(A b� � A � )0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b� � A � )=q

SCR=(n � r )
(3.3)

esuna F con q y n � r gradosde libertad, ya que se trata de un cociente de dos
� 2 independientes divididas por susgradosde libertad respectivos. Observemosla
desaparici�on del par�ametro � 2 desconocido.
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b) En el caso q = 1, si b es la estimaci�on de Gauss-Markov de  , entonces b �
N ( ; � b ), siendo

� 2
b 

= a0(X 0X )� a � 2 = � 2� 2

luegola distribuci�on de

t =
b �  

p
� 2SCR

p
n � r (3.4)

es la de una t de Student con n � r gradosde libertad. Este resultado se puede
establecerdirectamente o a partir de 3.3 ya que F1;n� r = t2

n� r .

3.5. In terv alos de con�anza

Consideremosuna funci�on param�etrica estimable = a0� , su estimaci�on MC b = a0b� y
seat � tal que

P(� t � < t < t � ) = 1 � �

para una distribuci�on t de Student con n � r gradosde libertad. Entonces,de la distri-
buci�on 3.4 deducimosque

P

 

� t � <
b �  

p
� 2SCR

p
n � r < t �

!

= 1 � �

y despejandoobtenemos

P

 

b � t �

r
� 2SCR
n � r

<  < b + t �

r
� 2SCR
n � r

!

= 1 � �

Por lo tanto

b � t �

r
� 2SCR
n � r

<  < b + t �

r
� 2SCR
n � r

esdecir
a0b� � t � [a0(X 0X )� a b� 2]1=2 (3.5)

esun intervalo decon�anza para la funci�on param�etrica estimable = a0� , concoe�ciente
de con�anza 1 � � .
Por otra parte, comoSCR=� 2 sigueuna � 2

n� r tenemos

P(a < SCR=� 2 < b) = 1 � �

dondea y b son tales que

P(� 2
n� r � a) = � =2 P(� 2

n� r > b) = � =2

Deducimosentoncesque

P
�

SCR
b

< � 2 <
SCR

a

�
= 1 � � (3.6)

de�ne un intervalo de con�anza para la varianza � 2 del modelo lineal normal, con coe�-
ciente de con�anza 1 � � .
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3.6. Ejercicios

Ejercicio 3.1

Sea una funci�on param�etrica estimabley b 1, b 2 dosestimadoresinsesgados,estoc�asti-
camente independientes,devarianzas� 2

1 y � 2
2. Hallar la combinaci�on lineal de b 1, b 2 cuya

varianza esm��nima y adem�as esinsesgado.

Ejercicio 3.2

En un modelo lineal, la matriz de dise~no es
0

B
B
@

1 1 1 1 1
1 0 1 0 0
1 1 1 0 0
1 0 1 1 1

1

C
C
A

Hallar la expresi�on generalde las funcionesparam�etricas estimables.

Ejercicio 3.3

Probar que
b = b0Y E( b ) =  = a0�

siendob combinaci�on lineal de las columnasde X , implica que a escombinaci�on lineal
de las �las de X .

Ejercicio 3.4

Probar quetoda combinaci�on lineal de funcionesparam�etricasestimablesestambi�en fun-
ci�on param�etrica estimabley quer = rg X esel n�umerom�aximo de funcioneslinealmente
independientes.

Ejercicio 3.5

Si b esla estimaci�on de Gauss-Markov, probar que la expresi�on

b = c1 �y1 + � � � + ck �yk

funci�on de las mediasde las condicionesexperimentales, es �unica.

Ejercicio 3.6

La matriz de dise~no reducidacorrespondiente a un modelo lineal normal es

X =

0

@
1 0 1
1 1 0
0 � 1 1

1

A

Sesabe adem�as que

�y1 = 11 �y2 = 10 �y3 = 15

n1 = n2 = n3 = 10

s2
1 = (1=n1)

n1X

i =1

(yi � �y1)2 = 4;5

s2
2 = 6;0 s2

3 = 4;3

Sepide
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1) Hallar la expresi�on generalde las estimacionesMC de � .

2) Calcular SCR.>Seajustan losdatosal modelode�nido por X ? (nivel designi�caci�on
0;05)

3) Dada la funci�on param�etrica estimable

 = � 1 + � 3

contrastar la hip�otesisH0 :  = 3 en los casos:

a) � 2 varianza del dise~no desconocida

b) � 2 = 5 varianza del dise~no conocida

(nivel de signi�caci�on 0;05)

4) Hallar la funci�on param�etrica estimable tal que

b = c1 �y1 + c2 �y2 + c3 �y3

veri�ca c2
1 + c2

2 + c2
3 = 1 y adem�as b esm�aximo.

Ejercicio 3.7

Consideremosel modelo lineal

y1 = � 1 + � 2 + � 1

y2 = � 1 + � 3 + � 2

y3 = � 1 + � 2 + � 3

Sepide:

1) >Esla funci�on param�etrica
 = � 1 + � 2 + � 3

estimable?

2) Probar que toda funci�on param�etrica

 = a1� 1 + a2� 2 + a3� 3

esestimablesi y s�olo si a1 = a2 + a3.

Ejercicio 3.8

Consideremosel modelo lineal

y1 = � + � 1 + � 1 + � 1

y2 = � + � 1 + � 2 + � 2

y3 = � + � 2 + � 1 + � 3

y4 = � + � 2 + � 2 + � 4

y5 = � + � 3 + � 1 + � 5

y6 = � + � 3 + � 2 + � 6
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(a) >Cuandoes� 0� + � 1� 1 + � 2� 2 + � 3� 3 + � 4� 1 + � 5� 2 estimable?

(b) >Es� 1 + � 2 estimable?

(c) >Es� 1 � � 2 estimable?

(d) >Es� + � 1 estimable?

(e) >Es6� + 2� 1 + 2� 2 + 2� 3 + 3� 1 + 3� 2 estimable?

(f ) >Es� 1 � 2� 2 + � 3 estimable?

(g) Hallar la covarianzaentre losestimadoreslinealesMC de las funcionesparam�etricas
� 1 � � 2 y � 1 � � 2, si �estassonestimables.

(h) Hallar la dimensi�on del espacioparam�etrico.

(i) Obtener una expresi�on del espaciode los errores.

Ejercicio 3.9

Cuatro objetos A; B ; C; D est�an involucradosen un experimento de pesado.Todos reu-
nidos pesany1 gramos.Cuando A y C seponenen el plato izquierdo de la balanzay B
y D seponenen el plato derecho, un pesode y2 gramosesnecesarioen el plato derecho
para equilibrar la balanza.Con A y B en el plato izquierdo y C; D en el plato derecho,
y3 gramossonnecesariosen el plato derecho y, �nalmente, con A; D en el plato izquierdo
y B; C en el plato derecho, y4 gramossonnecesariosen la derecha para equilibrar. Si las
observacionesy1; y2; y3; y4 son todas con erroresincorrelacionadosy con varianza com�un
� 2, obtener la estimaci�on BLUE del pesototal de los cuatro objetos y su varianza.

Ejercicio 3.10

Con el modelo lineal

y1 = � 1 + � 5 + � 1

y2 = � 2 + � 5 + � 2

y3 = � 3 + � 6 + � 3

y4 = � 4 + � 6 + � 4

y5 = � 1 + � 7 + � 5

y6 = � 3 + � 7 + � 6

y7 = � 2 + � 8 + � 7

y8 = � 4 + � 8 + � 8

contestar las siguientes preguntas:

(a) >Cuantas funcionesparam�etricas sonestimables?Obtener el conjunto completode
todasellas.

(b) Probar que � 1 � � 2 esestimable.Calcular su estimador lineal MC y su varianza.

(c) Probar que � 1 + � 2 no esestimable.

(d) Hallar cuatro estimadoresinsesgadosdiferentes de � 1 � � 2 y calcular susvarianzas.
Compararlascon la varianza del estimadorMC.
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(e) Hallar un estimador insesgadode la varianza de los errores� 2.

Ejercicio 3.11

Diremos que el estimador lineal b0Y perteneceal espacioerror si E(b0Y ) = 0. Probar
que la covarianzaentre b0Y y todo estimadorde Gauss-Markov b = a0� essiemprecero.

Ejercicio 3.12

Consideremosel modelo lineal normal Y = X � + � , siendorg X = r . SeaX = U� V 0

una descomposici�on en valoressingularesde X . Sepide:

1) Expresar la estimaci�on MC de � en t�erminosde U , � , V y Y .

2) Sea = a0� una funci�on param�etrica. Probar que  es estimable si y s�olo si se
veri�ca

a0 = b0V 0

para alg�un vector b.

54



Cap��tulo 4

Complemen tos de estimaci�on

En estecap��tulo sepresentan algunasextensionesdel m�etodo de los m��nimos cuadrados.
Estos complementos no son estrictamente necesariospara continuar con el desarrollode
la teor��a de los modelos linealesy, en particular, para el contraste de hip�otesis que se
explicaen el cap��tulo 5. En una primera lectura de estelibro sepuedepasardirectamente
a esecap��tulo.

4.1. Ampliar un mo delo con m�as variables regresoras

4.1.1. Una variable extra

Supongamosque despu�esde ajustar el modelo lineal

E(Y ) = X � var(Y ) = � 2I

decidimosintroducir una nueva variable regresoracon las mismasobservacionesque ya
ten��amos.
Seanx (i ) , i = 1; : : : ; m las columnasde la matriz X n � m de rango m de modo que

E(Y ) = X � = (x (1) ; : : : ; x (m))� = x (1) � 1 + � � � + x (m) � m

La inclusi�on de la nueva variable regresorax (m+1) proporciona un modelo ampliado

G : E(Y ) = x (1) � 1 + � � � + x (m) � m + x (m+1) � m+1 = X � + x (m+1) � m+1 = G


dondela matriz G = (x (1) ; : : : ; x (m) ; x (m+1) ) esn � (m + 1) de rango m + 1.
Para hallar la estimaci�on delosm+ 1 par�ametros
 = (� 1; : : : ; � m ; � m+1 )0podemoshacerlo
directamente como

b
 G = (G0G)� 1G0Y var(b
 G) = � 2(G0G)� 1

o a partir del modelo original que ya hemosresuelto.Vamosa ver el desarrollode esta
segundaopci�on que proporciona unosc�alculosm�as simples.
Partimos de las ecuacionesnormalesdel modelo ampliado G 0G b
 G = G0Y que podemos
descomponer as��

X 0X b� G + X 0x (m+1)
b� m+1 = X 0Y

x0
(m+1) X b� G + x0

(m+1) x (m+1)
b� m+1 = x0

(m+1) Y
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De la primera ecuaci�on tenemos

b� G = (X 0X )� 1X 0(Y � x (m+1)
b� m+1 ) = b� � f b� m+1 (4.1)

dondef = (X 0X )� 1X 0x (m+1) , y sustituyendoen la segunda

x0
(m+1) x (m+1)

b� m+1 = x0
(m+1) Y � x0

(m+1) X (X 0X )� 1X 0(Y � x (m+1)
b� m+1 )

esdecir

x0
(m+1) (I � X (X 0X )� 1X 0)x (m+1)

b� m+1 = x0
(m+1) (I � X (X 0X )� 1X 0)Y

de maneraque

b� m+1 = [x0
(m+1) (I � P)x (m+1) ]� 1x0

(m+1) (I � P)Y = gx0
(m+1) (I � P)Y (4.2)

dondeg = [x0
(m+1) (I � P)x (m+1) ]� 1 esun escalar.

Observemosque ahora esteresultado sepuedesustituir en la ecuaci�on 4.1 de modo que
b� G quedadeterminado.
Por otra parte

Y � X b� G � x (m+1)
b� m+1 = Y � X (X 0X )� 1X 0(Y � x (m+1)

b� m+1 ) � x (m+1)
b� m+1

= (I � X (X 0X )� 1X 0)(Y � x (m+1)
b� m+1 )

= (I � P)(Y � x (m+1)
b� m+1 )

de maneraque la sumade cuadradosde los residuospara el modelo ampliado es

SCRG = (Y � G b
 G)0(Y � G b
 G)

= (Y � X b� G � x (m+1)
b� m+1 )0(Y � X b� G � x (m+1)

b� m+1 )

= (Y � x (m+1)
b� m+1 )0(I � P)(Y � x (m+1)

b� m+1 )

ya que I � P essim�etrica e idempotente.
Si desarrollamosestaexpresi�on seobtiene

SCRG = Y 0(I � P)Y � Y 0(I � P)x (m+1)
b� m+1

� x0
(m+1) (I � P)Y b� m+1 + x0

(m+1) (I � P)x (m+1)
b� 2

m+1

= Y 0(I � P)Y � x0
(m+1) (I � P)Y b� m+1

� [x0
(m+1) (I � P)Y � x0

(m+1) (I � P)x (m+1)
b� m+1 ]b� m+1

y por 4.2 resulta
SCRG = SCR� x0

(m+1) (I � P)Y b� m+1 (4.3)

En cuanto a las varianzasy covarianzasde los estimadoressetiene lo siguiente: A partir
de la ecuaci�on 4.2 tenemos

var(b� m+1 ) = � 2(x0
(m+1) (I � P)x (m+1) )� 1 = � 2g

Adem�as

cov(b� ; b� m+1 ) = cov[(X 0X )� 1X 0Y ; gx0
(m+1) (I � P)Y ]

= � 2g(X 0X )� 1X 0(I � P)x (m+1) = 0
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ya que X 0(I � P) = 0. Esto permite calcular la covarianza entre b� G y b� m+1

cov(b� G; b� m+1 ) = cov[b� � f b� m+1 ; b� m+1 ]

= cov(b� ; b� m+1 ) � f var( b� m+1 )

= 0 � f � 2g

Finalmente

var(b� G) = var(b� � f b� m+1 )

= var(b� ) � 2cov(b� ; f b� m+1 ) + var(f b� m+1 )

= var(b� ) � 2cov(b� ; b� m+1 )f 0+ f var(b� m+1 )f 0

= � 2[(X 0X )� 1 + g� 0]

En resumen

var(b
 G) = � 2

�
(X 0X )� 1 + g� 0 � gf

� gf 0 g

�
(4.4)

dondeg = [x0
(m+1) (I � P)x (m+1) ]� 1 y f = (X 0X )� 1X 0x (m+1) .

En consecuencia,las f�ormulas 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 demuestranqueesposiblecalcular todos
los elementos del modelo ampliado a partir del modelo original, mediante productos de
matrices en los que interviene �unicamente la matriz (X 0X )� 1 original.

4.1.2. Una in terpretaci� on

Partimos del modelo

Y = X � + � E(� ) = 0; var(� ) = � 2I (4.5)

donde X = (x (1) ; : : : ; x (m)) y � = (� 1; : : : ; � m )0, y queremosampliar el modelo con una
nueva variable regresorapara llegar al modelo

G : Y = X � + x (m+1) � m+1 + � G = G
 + � G (4.6)

dondeG = (x (1) ; : : : ; x (m) ; x (m+1) ) y 
 = (� 1; : : : ; � m ; � m+1 )0.

Consideremosb� la estimaci�on MC en el modelo original, de forma que

Y = X b� + e (4.7)

dondee esel vector de residuoso parte de Y no explicadalinealmente por X .
Seabc la estimaci�on MC en el modelo lineal x (m+1) = Xc + � m+1 , de forma que

x (m+1) = X bc + em+1 (4.8)

dondeel vector de residuosem+1 representa la parte de x (m+1) no explicadalinealmente
por las variablesanteriores.
Consideremosahora la regresi�on lineal simple de � (parte de Y no explicadapor X ) con
� m+1 (parte de x (m+1) independiente de X )

e = em+1
bd + e� (4.9)
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Teorema 4.1.1 Si consideramoslas estimacionesMC que sehan calculadoen las ecua-

ciones4.7, 4.8 y 4.9, resulta que la estimaci�on MC de � m+1 en el modelo ampliado 4.6 es
b� m+1 = bd.

Demostraci�on:
Si sustituimos 4.9 en la ecuaci�on 4.7, seobtiene

Y = X b� + em+1
bd + e� = X b� + (x (m+1) � X bc) bd + e�

La soluci�on MC del modelo ampliado es

Y = X b� G + x (m+1)
b� m+1 + eG

donde b� G = b� � (X 0X )� 1X 0x (m+1)
b� m+1 comohemosvisto en 4.1. De forma que

Y = X b� + (x (m+1) � X (X 0X )� 1X 0x (m+1) ) b� m+1 + eG

Pero por 4.8 sabemosquebc = (X 0X )� 1X 0x (m+1) , de maneraque

Y = X b� + (x (m+1) � X bc) b� m+1 + eG

y entonces b� m+1 = bd y eG = e� . �
En el gr�a�co sedibuja la consecuenciade a~nadir a un modelo con una variable regresora
x1 una nueva variable x2.

O
D

E A

B

C

x1

x2

Y

bY

eG
e

hGi

En estegr�a�co tenemoslos siguientes datos:

ED = em+1 OD = x1bc AB = em+1
bd OB = x1

b�

de forma que

EDjjAB BC ? OB ED ? OD AB ? OB AC ? OA

y en especial
bY =

��!
OB +

� !
AB

Comoconclusi�on podemosdecir quecualquiercoe�ciente estimado b� i puedeinterpretarse
como la pendiente de la recta que relacionalos residuosde la regresi�on de Y respecto a
todas las otras variables,esdecir, la parte de Y no explicadapor el resto de las variables
regresoras,con la aportaci�on diferencial de x i o parte de x i no com�un con las dem�as
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variables regresorasque se obtiene tomando el residuo de la regresi�on de x i sobre las
restantes x.
Observemosque cuandox (m+1) esindependiente de X el paso4.8 no esposible.En esta
situaci�on

Y = X b� + e

e = x (m+1)
b� m+1 + eG

de modo que la soluci�on del modelo ampliado es

Y = X b� + x (m+1)
b� m+1 + eG

x1

x2

Y

bY

eG
e

x1
b�

x2
b� 2

Esto signi�ca que si excluimosdel modelo variables regresorasindependientes, esto no
afecta a la estimaci�on de los par�ametros � i , pero si excluimosvariables relevantes esto
afectaconsiderablemente a las estimaciones.

4.1.3. M �as variables

Supongamosque despu�esde ajustar el modelo lineal

E(Y ) = X � var(Y ) = � 2I

decidimosintroducir un grupo de variablesregresoras.El modelo esahora

G : E(Y ) = X � + Z� =
�

X Z
�

�
�
�

�
= W 


y vamosa suponer que las matrices son de rango m�aximo, de forma que X esn � m de
rango m, Z esn � t de rango t, y las columnasde Z son linealmente independientes de
las columnasde X , de forma que W esn � (m + t) de rango m + t.
Si queremoshallar el estimador m��nimo cuadr�atico b
 G de 
 , podemoshacerlo a partir
del modelo completoG

b
 G = (W 0W )� 1W 0Y var(b
 G) = � 2(W 0W )� 1

o reducir los c�alculos utilizando los resultadosdel modelo inicial. El siguiente teorema
resumelas principalespropiedadesde estasegundapropuesta.

Teorema 4.1.2
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Consideremoslas matrices P = X (X 0X )� 1X 0, PG = W (W 0W )� 1W 0, L = (X 0X )� 1X 0Z,
M = (Z0(I � P)Z) � 1 y el vector

b
 G =

 
b� G
b� G

!

Entonces,

(i) b� G = (X 0X )� 1X 0(Y � Zb� G) = b� � Lb� G

(ii) b� G = (Z0(I � P)Z) � 1Z0(I � P)Y

(iii) SCRG = Y 0(I � PG)Y = (Y � Zb� G)0(I � P)(Y � Zb� G)

(iv) SCRG = SCR� b�
0

GZ0(I � P)Y

(v)

var(b
 G) = � 2

�
(X 0X )� 1 + LML 0 � LM

� ML 0 M

�

Demostraci�on:
Sepuedereseguirsin mayor di�cultad todoslosc�alculosquehemosrealizadoenel aparta-
do anterior. El �unico detalle importante esquedebe demostrarsequela matriz Z0(I � P)Z
esinversible.Este resultadoy los detallesde la demostraci�on puedenverseen Seber [65,
p�ag. 65]. �
A partir deestasf�ormulassededuceque,una vezinvertida la matriz X 0X , podemoshallar
b
 G y su matriz devarianzas-covarianzasvar(b
 G) simplemente invirtiendo Z0(I � P)Z t � t
y no senecesitacalcular la inversade la matriz W 0W (m + t) � (m + t).
Estos resultadossepuedenutilizar de diversasformas en modelosde An�alisis de la Va-
rianza y deAn�alisisde la Covarianza.Para introducir un grupo devariablesenun modelo
de regresi�on esmejor hacerlode una en una, lo que sellama regresi�on pasoa paso.

4.2. M��nimos cuadrados generalizados

Hasta estemomento seha presentado la teor��a de los modeloslinealesY = X � + � con
la asunci�on de las hip�otesis E(� ) = 0 y var(� ) = � 2I . Vamos ahora a estudiar lo que
ocurre cuandopermitimos a los � i sercorrelacionados.En particular, vamosa considerar
el modelo lineal m�as general

Y = X � + � E(� ) = 0; var(� ) = � 2V (4.10)

dondeV esuna matriz n � n de�nida positiva con valoresplenamente conocidos.
Dado queV esde�nida positiva, existeuna matriz n � n K no singular tal queV = KK 0

y con la que podemostransformar el modelo anterior

K � 1Y = K � 1X � + K � 1�
Z = B � + �

(4.11)

dondeB esn � r , rgB = rgX y adem�as

E(� ) = K � 1E(� ) = 0

var(� ) = � 2K � 1V (K � 1)0 = � 2I
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de forma que el modelo 4.11 veri�ca las condicionesdel modelo lineal ordinario. As�� es
posiblecalcular el estimadorMC de � que minimiza � 0� .

De�nici� on 4.2.1

Un estimador � � es un estimador MCG de � para el modelo 4.10 si y s�olo si � � es un
estimador MC ordinario para el modelo 4.11. En el caso particular de que la matriz V
sea diagonalse llama MC ponderado.

En consecuencia,un estimadorMCG � � de � satisfacela ecuaci�on

B(B 0B)� B 0Z = B� �

K � 1X ((K � 1X )0K � 1X )� (K � 1X )0K � 1Y = K � 1X � �

X (X 0V � 1X )� X 0V � 1Y = X � �

Como un estimadorMCG essimplemente un estimadorMC ordinario del modelo trans-
formado, esde esperar que tenga las mismaspropiedades�optimas.

Propiedades

(a) Si X es de rango m�aximo, la estimaci�on MC se puedeobtener de las ecuaciones
normales

� � = (B 0B)� 1B 0Z = (X 0V � 1X )� 1X 0V � 1Y

con las siguientes propiedades

E(� � ) = (X 0V � 1X )� 1X 0V � 1(X � ) = �

var(� � ) = � 2(B 0B)� 1 = � 2(X 0V � 1X )� 1

SCR= (Z � B � � )0(Z � B � � ) = (Y � X � � )0V � 1(Y � X � � )

(b) Una funci�on param�etrica a0� esestimableen el modelo4.10si y s�olo si esestimable
en el modelo 4.11.

En efecto,si a0� esestimableen el modelo 4.10podemosescribir

a0 = b0X = (b0K )K � 1X = c0B

luegotambi�en esestimableen el modelo 4.11.

Si a0� esestimableen el modelo 4.11,entonces

a0 = c0B = c0K � 1X = (c0K � 1)X = b0X

luegoesestimableen el modelo 4.10.

(c) Para una f.p.e. a0� , el estimador MCG es el mejor estimador lineal, en el sentido
de insesgadoy de varianza m��nima, y adem�as es �unico.

Aplicando el teorema3.2.1de Gauss-Markov al modelo 4.11,sabemosque a0� � es
el estimador lineal insesgadoy de m��nima varianza entre todas las combinaciones
linealesdel vector K � 1Y . Sin embargo,cualquiercombinaci�on lineal de Y sepuede
obtener de K � 1Y porque K � 1 es inversible.Luegoel estimador MCG esel mejor.
Tambi�en por una propiedadanterior sabemosque es �unico.
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Para un modelode rangono m�aximo y en el casoordinario hemosvisto queun estimador
debe veri�car la ecuaci�on PY = X b� , dondeP esel operador proyecci�on ortogonal sobre
el subespaciohX i . Veamosuna propiedadsimilar en el casogeneralizado.

Teorema 4.2.1

Un estimador MCG � � en el modelo 4.10 veri�ca la ecuaci�on AY = X � � donde A =
X (X 0V � 1X )� X 0V � 1 esuna matriz idempotente pero no, en general,sim�etrica.

Demostraci�on:
Se trata de probar que A es una especie de operador proyecci�on sobrehX i aunqueno
necesariamente ortogonal.
Por la de�nici�on de estimadorMCG ya hemosvisto que

X (X 0V � 1X )� X 0V � 1Y = AY = X � �

Es f�acil ver queAA = A demaneraqueA esidempotente y no necesariamente sim�etrica,
veamosahoraqueA esun operadorproyecci�on sobrehX i , enel sentido dequehA i = hX i
de modo que AY 2 hX i .
La proyecci�on ortogonal sobrehK � 1X i es

K � 1X [(K � 1X )0(K � 1X )]� (K � 1X )0

Por la de�nici�on de proyecci�on severi�ca

K � 1X [(K � 1X )0(K � 1X )]� (K � 1X )0K � 1X = K � 1X

K � 1AX = K � 1X

AX = X

y en consecuenciahX i � hA i . Pero tambi�en tenemosque

A = X [(X 0V � 1X )� X 0V � 1]

y por tanto hA i � hX i . �
Para una funci�on param�etrica estimablea0� con a0 = b0X , el estimadorMCG esa0� � =
b0AY . Vamosa calcular su varianza.
En primer lugar

var(X � � ) = var(AY ) = � 2AVA 0

= � 2AV

= � 2X (X 0V � 1X )� X 0

de forma que si a0� esestimable

var(a0� � ) = � 2a0(X 0V � 1X )� a

Tambi�en esnecesarioobtener un estimadorpara � 2.
A partir del modelo 4.11

SCR= (K � 1Y )0[I � K � 1X ((K � 1X )0(K � 1X )) � ]K � 1Y

= Y 0(I � A )0V � 1(I � A )Y
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y comorg(K � 1X ) = rg(X ), tenemos

b� 2 = Y 0(I � A )0V � 1(I � A )Y =(n � r )

Adem�as, cuandoasumimosla hip�otesisde normalidad � � N (0; � 2V ) severi�can otras
propiedadestambi�enheredadasdel casoordinario. En especial,cualquierestimadorMCG
de � esde m�axima verosimilitud. Tambi�en, para cualquier funci�on estimablea0� el esti-
mador MCG esinsesgadode varianza m��nima.
En cuanto a las distribucionesasociadas,si � tiene distribuci�on normal, la SCR esinde-
pendiente de K � 1X � � , ya que cov(B � � ; Z � B � � ) = 0, y en consecuenciaindependiente
de X � � .
Es evidente que X � � sedistribuye normalmente y sedemuestra que SCR=� 2 � � 2.
As�� pues,para una funci�on param�etrica estimablea0�

a0� � � a0�

[ b� 2 a0(X 0V � 1X )a]1=2
� tn� r

lo que sepuedeutilizar para el c�alculo de intervalos de con�anza de a0� o en contrastes
de hip�otesis.
Por �ultimo nos podemospreguntar si la estimaci�on generalizada� � puedecoincidir con
la ordinaria b� y en qu�e circunstancias.La respuestaesqueambasestimacionescoinciden
si y s�olo si hV � 1X i = hX i que es equivalente a hVX i = hX i . La demostraci�on puede
verseen [65, p�ag. 63].

4.3. Otros m�eto dos de estimaci�on

4.3.1. Estimaci� on sesgada

Dado el modelo lineal ordinario Y = X � + � , dondeE(� ) = 0 y var(� ) = � 2I , sabemos
queel estimadorMC a0b� esel estimadorinsesgadodevarianzam��nima para una f.p.e.a0�
cuando � tiene distribuci�on normal, y el estimador lineal insesgadode varianza m��nima
sin la hip�otesis de normalidad. Pero el hecho de ser un estimador de varianza m��nima
no garantiza que�estasearealmente peque~na. Ya hemosvisto en el apartado 3.3 c�omo se
calcula dicha varianza en funci�on de los valorespropios de la matriz X 0X y una posible
soluci�on propuesta por Silvey. Veamosahora otra propuesta cuando en un modelo de
rango m�aximo, X 0X est�a cerca de la singularidad, es decir, cuando uno o m�as de sus
valorespropios soncasicero.
Consideremosla llamadavarianzatotal delosestimadoresdelospar�ametrosenun modelo

mX

i =1

var( b� i ) = � 2 tr[( X 0X )� 1] = � 2
mX

i =1

� � 1
i > � 2� � 1

m

donde� m > 0 esel m�aspeque~no de los valorespropiosde X 0X . En la pr�actica, aunquela
matriz X seade rangom�aximo, puedeocurrir que� m seamuy peque~no y enconsecuencia
provocar que la varianza total seamuy grande.

63



Para solucionaresteproblemaHoerl y Kennard (1970) introducenlos ridge estimators

e� (k) = (X 0X + kI ) � 1X 0Y

= (X 0X + kI ) � 1X 0X b�

= (I + k(X 0X )� 1)� 1b�

= K b�

dondek � 0 esun escalara elegirde forma que,si no escero,e� (k) esun estimadorsesgado
de � .
Las principalesrazonespara la utilizaci�on de estosestimadoresson:

Los gr�a�cos de los componentes de e� (k) y de suscorrespondientes SCR al variar k
permiten estudiar la enfermedadde X .

Es posible elegir un valor de k tal que los coe�cientes de regresi�on tengan valores
razonablesy la SCR no seamuy grande.

Seha demostradoque es posible hallar un k que, por un peque~no incremento del
sesgo,reducela varianza total y, en consecuencia,el error cuadr�atico medio total.

El estudiode generalizacionesde estosestimadoresy suspropiedadesha tenido bastante
�exito.

4.3.2. Estimaci� on robusta

En el cap��tulo anterior seha demostradoque, mientras severi�que la hip�otesisde nor-
malidad para las observaciones,los estimadoresobtenidospor el m�etodo de los m��nimos
cuadradosgozan de muy buenaspropiedades.Sin embargo, tambi�en se han estudiado
los resultadoscuandolas observacionessiguendistribucionesdistintas de la normal y se
ha constatado que el m�etodo de los m��nimos cuadradosfalla en muchos aspectos. En
especial, cuando la distribuci�on de los errores tiene una alta curtosis los estimadores
m��nimo-cuadr�aticos son muy poco e�cientes, comparadoscon estimadoresrobustos de
localizaci�on (ver Andrews et al.[4, cap. 7]). Puedeprobarse(ver Pe~na [54, p�ag. 465]) que
en estassituacionesla estimaci�on de m�axima verosimilitud es equivalente a minimizar
una funci�on ponderadade los errores,que proporcione menospesosa los residuosm�as
grandes.Setrata de calcular estimadoresque minimicen

X
! i (� i )� 2

i

donde! i (� i ) esuna funci�on para reducir el efectodelosdatosconun residuomuy alto. Los
m�etodosde estimaci�on robusta queutilicen estaidea requierenla de�nici�on de la funci�on
de ponderaci�on ! y un procedimiento iterativ o para acercarnosa los valores ! i (� i ), ya
que los errores� i son, en principio, desconocidos. Entre las propuestasm�as interesantes
destacala funci�on de ponderaci�on de Huber (1981)

! i =

8
><

>:

1
2

si jr i j < c
�
�
�
�

c
r i

�
�
�
� �

1
2

�
�
�
�

c
r i

�
�
�
�

2

si jr i j � c

64



dondelosr i sonlosresiduosestudentizadosy c una constante entre 1;5 y 2 queestableceel
gradode \protecci�on". Para calcular la estimaci�on de lospar�ametrossetoma inicialmente
la m��nimo cuadr�atica ordinaria, secalculanlos residuosy conelloslasponderacionespara
la siguiente estimaci�on, y as�� sucesivamente.
Otra alternativa esminimizar

P
i j� i j con respecto a � . Este esun problema de minimi-

zaci�on de una norma L1 que sepuedereducir a un problemade programaci�on lineal y a
un procedimiento similar al m�etodo del simplex,aunquela soluci�on no siemprees�unica y
algunosde los algoritmos proporcionan estimadoressesgados.Otros procedimientos ite-
rativos propuestosno tienen resueltala cuesti�on de la convergenciay el sesgo(ver Seber
[65, p�ag. 91]).

4.3.3. M �as posibilidades

Tambi�en se ha estudiado el problema de la estimaci�on m��nimo cuadr�atica sujeta a las
restricciones� i � 0, i = 1; : : : ; m.
Por otra parte, en algunos problemas de regresi�on, los datos de la variable respuesta
puedenser censurados,es decir, los valoresde algunasobservacioness�olo se conocen si
son superiores (o inferiores) a alg�un valor dado. Esto se sueleproducir en problemas
dondela variable observada esel tiempo de vida. En estoscasosel m�etodo cl�asicode los
m��nimos cuadradosno sirve y sehan estudiadootros procedimientos (ver Seber [65, p�ag.
90]).
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4.4. Ejercicios

Ejercicio 4.1

Seael modelo lineal

y1 = � 1 + � 2 + � 1

y2 = � 1 � 2� 2 + � 2

y3 = 2� 1 � � 2 + � 3

Hallar las estimacionesMC de � 1 y � 2. Utilizando el m�etodo m��nimo-cuadr�atico en dos
pasos,hallar la estimaci�on MC de � 3, cuandoel modelo seampl��a en la forma

y1 = � 1 + � 2 + � 3 + � 1

y2 = � 1 � 2� 2 + � 3 + � 2

y3 = 2� 1 � � 2 + � 3 + � 3

Ejercicio 4.2

Un experimentador deseaestimar la densidad d de un l��quido mediante el pesadode
algunosvol�umenesdel l��quido. Seanyi los pesospara los vol�umenesx i , i = 1; : : : ; n y
seanE(yi ) = dxi y var(yi ) = � 2f (x i ). Hallar el estimadorMC ded en lossiguientescasos:

(a) f (x i ) � 1 (b) f (x i ) = x i (c) f (x i ) = x2
i
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Cap��tulo 5

Con traste de hip�otesis lineales

5.1. Hip�otesis lineales contrastables

Consideremosel modelo lineal Y = X � + � , dondeE(Y ) = X � y var(Y ) = � 2I .
Una hip�otesis lineal consisteen una o varias restriccioneslinealesplanteadassobre los
par�ametros � . En un dise~no de rango m�aximo rg X = m vamos a ver que cualquier
hip�otesislineal escontrastable (testable o demostrable), esdecir, esposibleencontrar un
estad��stico (el test F del teorema5.3.1) mediante el cual podemosdecidir si serechazao
acepta la hip�otesis.Si rg X = r < m, entoncespuedenexistir hip�otesisestad��sticamente
no contrastables.

De�nici� on 5.1.1

Una hip�otesis lineal de rango q sobre los par�ametros � es un conjunto de restricciones
lineales

ai 1� 1 + � � � + aim � m = 0 i = 1; : : : ; q

Si escribimosla matriz de la hip�otesiscomo

A =

0

B
@

a11 � � � a1m
...

. . .
...

aq1 � � � aqm

1

C
A rg A = q

entonces las restriccionesse resumenen

H0 : A � = 0

Una hip�otesisse dice quees contrastableo demostrablesi el conjunto A � es un sistema
de funcionesparam�etricas estimables.Entonces, las �las de A son combinaci�on lineal de
las �las de la matriz de dise~no X , esdecir, queexisteuna matriz B de tama~no q� n tal
que

A = BX

Tambi�en B puede ser q � k si consideramosla matriz de dise~no reducida X R k � m.

Cuando X no es de rango m�aximo, un conjunto de restriccionesA � = 0 donde las
�las de A son linealmente independientes de las �las de X no forman una alternativa al
modelogeneral,enel sentido deun modelom�assencillo.En realidadsonrestriccionesque
permiten identi�car mejor las estimacionesindeterminadasqueresultan de las ecuaciones
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normales.Por ello exigimosquelas �las deA seanlinealmente dependientesde las �las de
X y queel rango de la matriz A q� m seaq. De hecho, cualquier ecuaci�on a0

i � = 0 para
la que a0

i sealinealmente independiente de las �las de X puedeignorarsey la hip�otesis
contrastable estar�a formada por el resto de las ecuaciones.
Una caracterizaci�on para saber si una hip�otesislineal escontrastable es

A (X 0X )� X 0X = A

Este resultado esuna generalizaci�on del que seha demostradoen la p�agina 42 para una
funci�on param�etrica estimable(ver ejercicio5.3).

5.2. El mo delo lineal de la hip�otesis

El modelo lineal inicial Y = X � + � , que sesuponev�alido, constituye la hip�otesisalter-
nativa

H1 : Y = X � + � rg X = r

Por otra parte, el modelo lineal junto con la restricci�on lineal contrastable forman la
hip�otesisnula

H0 : Y = X � + � A � = 0 rg A = q

Pero esta restricci�on lineal transforma los par�ametros � y la matriz de dise~no X en un
nuevo modelo llamado el modelo lineal de la hip�otesis

H0 : Y = eX � + � rg eX = r � q > 0

que esotra forma de plantear la hip�otesisnula.
Existen variosprocedimientos para estimar � o � bajo la hip�otesisnula y calcular la suma
de cuadradosresidual.

M �eto do 1

Si la hip�otesisescontrastable, las �las de A son combinaci�on lineal de las �las de X . El
subespaciohA 0i generadopor las �las de A est�a incluido en el subespaciohX 0i generado
por las �las de X . Existe entoncesuna baseortogonal

v1; : : : ; vq; vq+1 ; : : : ; v r ; v r +1 : : : ; vm

tal que
hA 0i = hv1; : : : ; vqi � hv1; : : : ; vq; vq+1 ; : : : ; v r i = hX 0i � Rm

Sea entonces C una matriz m � r 0, con r 0 = r � q, construida tomando los vectores
columnavq+1 ; : : : ; v r

C = (vq+1 ; : : : ; v r )

y de�namos el vector param�etrico � = (� 1; : : : ; � r 0)0 tal que

� = C�

Los par�ametros� constituyen la reparametrizaci�on inducida por la hip�otesisH 0, pues

A � = A C� = 0� = 0

68



El modelo Y = X � + � bajo la restricci�on A � = 0, seconvierte en

E(Y ) = X C� = eX �

y la matriz de dise~no setransforma en

eX = X C

relaci�on tambi�en v�alida para la matriz de dise~no reducida

eX R = X RC

La estimaci�on MC de los par�ametros� es

b� = ( eX 0eX )� 1 eX 0Y

La sumade cuadradosresidual bajo la restricci�on A � = 0 es

SCRH = m��n
A � = 0

(Y � X � )0(Y � X � ) = (Y � eX b� )0(Y � eX b� )

= Y 0Y � b�
0eX 0Y

M �eto do 2

Introduzcamosq multiplicadores de Lagrange

� = (� 1; : : : ; � q)0

uno para cadarestricci�on lineal. El m��nimo restringido de (Y � X � )0(Y � X � ) sehalla
igualandoa cero las derivadasrespecto a cada� i de

nX

i =1

(yi � x i 1� 1 � � � � � x im � m )2 +
qX

i =1

� i (ai 1� 1 + � � � + aim � m )

En notaci�on matricial, dondeahora X esla matriz ampliada, escribiremos

f (� ; � ) = (Y � X � )0(Y � X � ) + (� 0A 0)�

@f =@� = � 2X 0Y + 2X 0X � + A 0� = 0

X 0X � = X 0Y �
1
2

A 0� (5.1)

La soluci�on es

b� H = (X 0X )� X 0Y �
1
2

(X 0X )� A 0b� H

= b� �
1
2

(X 0X )� A 0b� H

y comoA b� H = 0, resulta

0 = A b� �
1
2

A (X 0X )� A 0b� H
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La matriz A (X 0X )� A 0 poseeinversa,puestoque esde rango q, as��

1
2

b� H = (A (X 0X )� A 0)� 1(A b� )

y �nalmente tenemosque la estimaci�on MC restringida es

b� H = b� � (X 0X )� A 0(A (X 0X )� A 0)� 1A b� (5.2)

La sumade cuadradosresidual es

SCRH = (Y � X b� H )0(Y � X b� H )

Hemosvisto (teorema2.5.1)quela forma can�onicade la sumadecuadradosresidualbajo
el modelo sin restriccioneses

SCR= z2
r +1 + � � � + z2

n

La hip�otesisH0 : A � = 0, que implica eX = X C, signi�ca que las columnasde eX son
combinaci�on lineal de las de X . Luego los subespaciosgeneradospor dichas columnas
veri�can

heX i � hX i � Rn (5.3)

Podemosentoncesconstruir una baseortogonal

u1; : : : ; u r 0; u r 0+1 ; : : : ; u r ; u r +1 ; : : : ; un

tal que
heX i = hu1; : : : ; u r 0i � hX i = hu1; : : : ; u r i

Entonces,si secumple la hip�otesis,por id�entico razonamiento al seguidoen el teorema
2.5.1 tendremosque la forma can�onica de la sumade cuadradosresidual bajo el modelo
H0 es

SCRH = z2
r 0+1 + � � � + z2

n

Adem�as, siempreseveri�car�a que SCRH > SCR pues

SCRH � SCR=
rX

r 0+1

z2
i

Ejemplo 5.2.1

Consideremosel siguientemodelo lineal normal

y1 = � 1 + � 2 + � 1

y2 = 2� 2 + � 2

y3 = � � 1 + � 2 + � 3

y la hip�otesis lineal
H0 : � 1 = 2� 2

Las matrices de dise~no y de la hip�otesisson

X =

0

@
1 1
0 2

� 1 1

1

A A = (1 � 2) rg X = 2 rg A = 1
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ComoA escombinaci�on lineal delas �las deX , H0 esuna hip�otesiscontrastable.Adem�as,
en este caso particular el rango de la matriz de dise~no es m�aximo, de modo que toda
hip�otesis lineal es contrastable.
Con unos sencillos c�alculos, tenemos:
Ecuacionesnormales

2� 1 + 0� 2 = y1 � y3 0� 1 + 6� 2 = y1 + 2y2 + y3

EstimacionesMC
b� 1 = (y1 � y3)=2 b� 2 = (y1 + 2y2 + y3)=6

Sumade cuadradosresidual

SCR= y2
1 + y2

2 + y2
3 � 2b� 2

1 � 6b� 2
2

Si consideramoslos vectores columna

v1 = (1; � 2)0 v2 = (2; 1)0

queconstituyen una baseortogonal de R2, se veri�c a

hA 0i = hv1i � hX 0i = hv1; v2i

Podemosentonces tomar la matriz

C = (2; 1)0

queveri�c a A C = 0. La reparametrizaci�on � = C� es

� 1 = 2� � 2 = �

El modelo bajo la hip�otesises ahora

y1 = 3� + � 1

y2 = 2� + � 2

y3 = � � + � 3

Finalmente
b� = (3y1 + 2y2 � y3)=14

SCRH = y2
1 + y2

2 + y2
3 � 14b� 2

5.3. Teorema fundamen tal del An �alisis de la Varian-
za

En estasecci�on vamosa deducir el test F quenospermite decidir sobrela aceptaci�on de
una hip�otesislineal contrastable.
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Teorema 5.3.1

SeaY = X � + � un modelolineal normal, demaneraqueY � N (X � ; � 2I ). Consideremos
una hip�otesislineal contrastable

H0 : A � = 0 rango A = q

entonces,los estad��sticos

SCR= (Y � X b� )0(Y � X b� )

SCRH = (Y � eX b� )0(Y � eX b� )

veri�can:

(i) SCR=� 2 � � 2
n� r

(ii) Si H0 escierta

SCRH =� 2 � � 2
n� r 0 (r 0 = r � q)

(SCRH � SCR)=� 2 � � 2
q

(iii) Si H0 escierta, los estad��sticosSCRH � SCR y SCR sonestoc�asticamente indepen-
dientes.

(iv) Si H0 escierta, el estad��stico

F =
(SCRH � SCR)=q

SCR=(n � r )
(5.4)

siguela distribuci�on F de Fisher-Snedecorcon q y n � r gradosde libertad.

Demostraci�on:

(i) Aunque esteresultado ya seha establecidoen el teorema3.4.2,nos interesaahora
su demostraci�on expl��cita. En el teorema2.5.1seha visto que

SCR= z2
r +1 + � � � + z2

n

dondelas zi sonnormales,independientes y adem�asE(zi ) = 0, var(zi ) = � 2. Luego
SCR=� 2 essumade los cuadradosde n � r variablesN (0; 1) independientes.

(ii) La forma can�onica de la sumade cuadradosresidual bajo la restricci�on A � = 0 es

SCRH = z2
r 0+1 + � � � + z2

n

luegoan�alogamente tenemosque SCRH =� 2 � � 2
n� r 0, donder 0 = r � q. Adem�as

SCRH � SCR= z2
r 0+1 + � � � + z2

r

estambi�en una sumade cuadradosen las mismascondiciones.

(iii) Las variableszr 0+1 ; : : : ; zn sonnormalese independientes. SCRH � SCR dependede
las q primeras, mientras que SCR dependede las n � r �ultimas y no hay t�erminos
comunes.Luegosonestoc�asticamente independientes.
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(iv) Es una consecuenciaevidente de los apartadosanterioresde esteteorema.Si H 0 es
cierta, el estad��stico

F =
[(SCRH � SCR)=� 2]=q

(SCR=� 2)=(n � r )
=

(SCRH � SCR)=q
SCR=(n � r )

siguela distribuci�on F de Fisher-Snedecorcon q y n � r gradosde libertad.

�
Obs�erveseque F no dependedel par�ametro desconocido � 2 y sepuedecalcular exclusi-
vamente en funci�on de las observacionesY .
La expresi�on de SCR es

SCR= Y 0(I � P)Y = Y 0Y � b�
0
X 0Y

Veamosque, del mismo modo, la expresi�on de SCRH es

SCRH = Y 0Y � b�
0

H X 0Y

donde b� H esla estimaci�on MC de � restringida a A � = 0.
En efecto,

SCRH = (Y � X b� H )0(Y � X b� H ) = Y 0Y � 2Y 0X b� H + b�
0

H X 0X b� H

Adem�as (ver p�agina 69), severi�ca

X 0X b� H = X 0Y �
1
2

A 0b� H

luego

SCRH = Y 0Y � 2Y 0X b� H + b�
0

H (X 0Y �
1
2

A 0b� H )

= Y 0Y � 2Y 0X b� H + Y 0X b� H �
1
2

b�
0

H A 0b� H

Pero comoA b� H = 0, nosqueda

SCRH = Y 0Y � Y 0X b� H

Calculemosahora SCRH � SCR. Considerando5.2 tenemos

b�
0
� b�

0

H = (A b� )0(A (X 0X )� A 0)� 1A (X 0X )�

luego

SCRH � SCR= (b�
0
� b�

0

H )X 0Y

= (A b� )0(A (X 0X )� A 0)� 1A (X 0X )� X 0Y

= (A b� )0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b� )

(5.5)
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El estad��stico F puedeescribirseentonces

F =
(A b� )0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b� )

qb� 2
(5.6)

dondeb� 2 = SCR=(n � r ).
Cuando q > 2 esmejor obtener SCR y SCRH directamente por minimizaci�on de � 0� sin
restriccionesy con restricciones,respectivamente. Sin embargo, si q � 2 sepuedeutilizar
la f�ormula 5.6, ya que la matriz a invertir A (X 0X )� A 0 ess�olo de orden uno o dos.

Obs�erveseque si A � = 0 escierta, entoncesA b� � 0. Luego esprobable que F no sea
signi�cativ a.
Cuandoseaposible,tambi�en sepuedeutilizar la matriz de dise~no reducidaX R , junto con
las matrices D y �Y . Las expresionessonentonces

SCR= Y 0Y � �Y 0DX R(X 0
RDX R)� X 0

RD �Y

SCRH � SCR= (A b� )0(A (X 0
RDX R)� A 0)� (A b� )

El c�alculo de ambas cantidades se sueleexpresaren forma de tabla generaldel an�alisis
de la varianza (ver tabla 5.1).

gradosde sumade cuadrados
libertad cuadrados medios cociente

Desviaci�on
hip�otesis q SCRH � SCR (SCRH � SCR)=q F

Residuo n � r SCR SCR=(n � r )

Cuadro 5.1: Tabla generaldel an�alisis de la varianza

Criterio de decisi�on

Si F > F� serechazaH0; si F � F� seaceptaH0.

Donde,para un nivel designi�caci�on � , F� seelige
de forma que P(Fq;n� r > F� ) = � .

Del teorema5.3.1deducimosque, si H0 escierta, entonces

E[(SCRH � SCR)=q] = � 2

Luego(SCRH � SCR)=qy SCR=(n� r ) sondosestimacionesindependientesde la varianza
� 2. El test F nos indica hasta que punto coinciden.Un valor grandede F indica que la
primera estimaci�on di�ere demasiadode la varianza� 2 y entoncesH0 debe serrechazada.
Sepuededemostraradem�as (ver ejercicio5.7) que en general

E(SCRH � SCR) = q� 2 + (A � )0(A (X 0X )� A 0)� (A � ) (5.7)
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Ejemplo 5.3.1

Para decidir sobre la hip�otesisH0 : � 1 = 2� 2 en el ejemplo5.2.1 calcularemos

F =
(SCRH � SCR)=1

SCR=(3 � 2)
=

� 14b� 2 + 2b� 2
1 + 6b� 2

2

y2
1 + y2

2 + y2
3 � 2b� 2

1 � 6b� 2
2

Si utilizamos 5.6, se obtieneuna expresi�on m�as sencilla

F =
( b� 1 � 2b� 2)2

(SCR=1)(7=6)

En cualquiercaso,sedecide por la signi�c aci�on en una distribuci�on F1;1 con 1 y 1 grados
de libertad.

Ejemplo 5.3.2 Dise ~no \cr oss-over" simpli�c ado

Supongamosuna experiencia cl��nica en la que se desean comparar dos f�armacos a y b,
para combatir una determinadaenfermedad. El estadode los pacientessevalora mediante
una cierta variable cuantitativa Y.
En el dise~no \cr oss-over" la experiencia se organiza asignandoa Na pacientesel trata-
miento a y a Nb pacientesel tratamientob, en un primer periodo. En un segundoperiodo,
los quetomaban a pasana tomar b y rec��procamente.En estedise~no los datosson de la
forma:

Grup o 1 media varianza

a (primera vez) y11 y12 : : : y1N a �y1� s2
1 = 1

Na

P Na
i =1 (y1i � �y1�)2

b (despu�es de a) y21 y22 : : : y2N a �y2� s2
2 = 1

Na

P Na
i =1 (y2i � �y2�)2

Grup o 2

b (primera vez) y31 y32 : : : y3N b �y3� s2
3 = 1

Nb

P Nb
i =1 (y3i � �y3�)2

a (despu�es de b) y41 y42 : : : y4N b �y4� s2
4 = 1

Nb

P Nb
i =1 (y4i � �y4�)2

Indicando

� = media general

� = efecto f�armaco a

� = efecto f�armaco b


 = efecto rec��proco entre a y b

se propone el siguientemodelo:

a (primera vez) y1i = � + � + � 1i i = 1; : : : ; Na

b (despu�es de a) y2i = � + � + 
 + � 2i i = 1; : : : ; Na

b (primera vez) y3i = � + � + � 3i i = 1; : : : ; Nb

a (despu�es de b) y4i = � + � + 
 + � 4i i = 1; : : : ; Nb
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Es decir, cuandos�olo se ha tomado un f�armaco act�ua un solo efecto, pero cuandose ha
tomadouno despu�esdel otro act�ua entoncesun efecto aditivo 
 querecoge la mejor��a del
enfermo queya ha tomadoel primer medicamento.
Tenemosk = 4 condicionesexperimentales,queen el \cr oss-over"simpli�c ado se consi-
deran independientes,y N1 = N2 = Na, N3 = N4 = Nb . El vector de observacionesY y
la matriz de dise~no reducida X R son

Y = (y11; : : : ; y1N a ; y21; : : : ; y2N a ; y31; : : : ; y3N b ; y41; : : : ; y4N b )0

X R =

0

B
B
@

1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1

1

C
C
A rg X R = 3

La hip�otesisnula de mayor inter�es es

H0 : � = � a y b tienen la misma efectividad

queexpresadaen forma de hip�otesis lineal es

H0 :
�

0 1 � 1 0
�

0

B
B
@

�
�
�



1

C
C
A = 0

Como el vector
�

0 1 � 1 0
�

escombinaci�on lineal de las �las de X R , se trata de una
hip�otesis contrastable.Para reparametrizar el dise~no bajo H 0 tomaremos como matriz
ortogonal a A

C =

0

B
B
@

2=3 0
1=3 0
1=3 0
0 1

1

C
C
A

Obs�ervesequelas columnasde C son tambi�en combinaci�on lineal de las �las de X R .
Al establecer la relaci�on � = C� tendremos

� =
�

� 1

� 2

�

siendo� 1 = � + � = � + � y � 2 = 
 .
Es decir, bajo H0 el dise~no reparametrizadodependede dospar�ametros:

� 1 : efecto debidoa la medicaci�on (com�un a a y b bajo H 0)

� 2 : efecto rec��proco entre a y b

y la nuevamatriz de dise~no es

eX R = X RC =

0

B
B
@

1 0
1 1
1 0
1 1

1

C
C
A
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siendorg eX R = r � t = 3 � 1 = 2.
Si el dise~no es balanceado (Na = Nb ), entonces N = 4Na = 4Nb y se puede calcular que

SCR=
Na

4
(y1� + y2� � y3� � y4�)2 + Na

 
4X

i =1

s2
i

!

con N � 3 gradosde libertad

SCRH =
Na

4
[(y1� + y2� � y3� � y4�)2 + (y1� � y2� � y3� + y4�)2] + Na

 
4X

i =1

s2
i

!

con N � 2 gradosde libertad.
Luego, si H0 es cierta, bajo el modelo lineal normal, el estad��stico

F =
(y1� � y2� � y3� + y4�)2

4SCR
Na(4Na � 3)

siguela distribuci�on F con 1 y N � 3 g.l..
La tabla 5.2 contiene los datosde dosgrupos de 10 y 10 enfermosreum�aticos a los quese
valor�o la variaci�on del dolor respecto delestadoinicial, mediante una escala convencional,
con el deseo de comparar dos f�armacos antirr eum�aticos a y b, administradosa lo largo
de dosmeses.Seincluye adem�as la tabla del an�alisis de la varianza para contrastar H 0.

Grupo 1 Grupo 2

a (mes1) b (mes2) b (mes1) a (mes2)
17 17 21 10
34 41 20 24
26 26 11 32
10 3 26 26
19 -6 42 52
17 -4 28 28
8 11 3 27
16 16 3 28
13 16 16 21
11 4 -10 42

Cuadro 5.2: Datos de los enfermosreum�aticos

g.l. sumade cuadrados F
cuadrados medios

Entre f�armacos 1 783.2 783.2 4.71(p < 0;05)
Residuo 37 6147.9 166.2

Cuadro 5.3: Tabla del an�alisis de la varianza para H0 : � = �

Con estosdatos se han detectado diferencias signi�c ativas entre los dos f�armacos a y
b. Para estimar la e�cacia de cada f�armaco, pasaremosa considerar las funciones pa-
ram�etricas

 a = � + �  b = � + �

77



queson ambas estimables.
Para estimar  a;  b hallaremosprimeramente\una" estimaci�on MC de los par�ametros:

b� = 0 b� = 20;975 b� = 12;125

Aplicando el teorema de Gauss-Markov,las estimaciones�optimas de  a;  b se obtienen
sustituyendopar�ametros por estimacionesMC, es decir

c a = b� + b� = 20;975 c b = b� + b� = 12;125

Por otra parte, las expresionesen funci�on de las medias y las varianzasm��nimas corres-
pondientesson:

c a = 3=4�y1 � 1=4�y2 + 1=4�y3 + 1=4�y4 var(c a) = 0;075� 2

c b = 1=4�y1 + 1=4�y2 + 3=4�y3 � 1=4�y4 var(c b ) = 0;075� 2

5.3.1. Un contraste m�as general

Consideremosla hip�otesisnula

H0 : A � = c A esq � m, rg A = q

dondec esun vectorcolumnaquel�ogicamente debesercombinaci�on lineal delascolumnas
de A . Tambi�en suponemosque las �las de A soncombinaci�on lineal de las �las de X , de
maneraque A � esun conjunto de funcionesparam�etricas estimables.
Sea� 0 tal que A � 0 = c y consideremos
 = � � � 0. Entonces,si en el modelo lineal

Y � X � 0 = X (� � � 0) + �

ponemoseY = Y � X � 0, obtenemosel modelo transformado

eY = X 
 + � (5.8)

y en estemodelo la hip�otesisplanteada adopta la expresi�on

H0 : A 
 = 0

La estimaci�on MC del conjunto de funcionesparam�etricasestimablesA 
 en estemodelo
transformadoes

A b
 = BX (X 0X )� X 0eY

= BP (Y � X � 0) = BX b� � BX � 0

= A b� � A � 0 = A b� � c

En consecuencia,de la ecuaci�on 5.5 sededuce

SCRH � SCR= (A b
 )0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b
 )

= (A b� � c)0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b� � c)

donde b� estal que X 0X b� = X 0Y . Severi�ca tambi�en

E(SCRH � SCR) = q� 2 + (A � � c)0(A (X 0X )� A 0)� 1(A � � c)
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Finalmente, a partir de la f�ormula 5.6 el test para contrastar la hip�otesises

F =
(A b� � c)0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b� � c)=q

SCR=(n � r )
(5.9)

donde,si escierta la hip�otesisnula, el estad��stico F sigueuna distribuci�on Fq;n� r .
En el casoparticular q = 1, donde la hip�otesis es H0 : a0� = c, el test F se puede
simpli�car en un test t con

t =
a0b� � c

(b� 2(a0(X 0X )� a))1=2
(5.10)

que sigueuna distribuci�on tn� r , si H0 escierta.

Ejemplo 5.3.3

Contr aste de medias en poblaciones normales con igual varianza
Sean u1; u2; : : : ; un1 y v1; v2; : : : ; vn2 dos muestras aleatorias simplesde dos poblaciones
normalesN (� 1; � 2) y N (� 2; � 2), respectivamente.
Vamosa contrastar la hip�otesis lineal H0 : � 1 � � 2 = d con la ayuda de la teor��a de los
modeloslineales.
Podemospensar quelas observacionesson de la forma

ui = � 1 + � i i = 1; : : : ; n1

vj = � 2 + � n1+ j j = 1; : : : ; n2

o en notaci�on matricial
0

B
B
B
B
B
B
B
@

u1
...

un1

v1
...

vn2

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0
...

...
1 0
0 1
...

...
0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

�
� 1

� 2

�
+

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� 1
...

� n1

� n1+1
...

� n

1

C
C
C
C
C
C
C
A

donden = n1 + n2. Observemosque,gracias a la igualdadde varianzasen las dospobla-
ciones,se trata de un modelo lineal y se veri�c an las condicionesde Gauss-Markov.
En estemodelo, la matriz de dise~no reducida es 2 � 2 de rangom�aximo

X R =
�

1 0
0 1

�
y D =

�
n1 0
0 n2

�

As�� pues,la hip�otesisnula es lineal y contrastable

H0 : � 1 � � 2 = d , H0 :
�

1 � 1
�

�
� 1

� 2

�
= d q = 1

Con unos sencillos c�alculosse obtiene

b� = (�̂ 1; �̂ 2)0 = (X 0
RDX R)� 1X 0

RD �Y = �Y = ( �u; �v)0

A b� = �̂ 1 � �̂ 2 = �u � �v
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SCR= Y 0Y � �Y 0DX R(X 0
RDX R)� X 0

RD �Y

=
X

i

u2
i +

X

j

v2
j � n1 �u2 � n2�v2

=
X

i

(ui � �u)2 +
X

j

(vj � �v)2

A (X 0
RDX R)� 1A 0 =

1
n1

+
1
n2

de modo que

F =
(A b� � c)0(A (X 0

RDX R)� 1A 0)� 1(A b� � c)
qb� 2

=
( �u � �v � d)2

b� 2(1=n1 + 1=n2)

dondeb� 2 = SCR=(n1 + n2 � 2) y cuya distribuci�on, bajo H0, es una F1;n1+ n2 � 2.
Pero cuando q = 1, tenemosque F1;n1+ n2 � 2 � t2

n1+ n2 � 2 y se deduce que el contraste es
equivalenteal test t usual, en especial el casod = 0.

5.3.2. Test de la raz�on de verosimilitud

Para simpli�car, consideremosun modelo de rango m�aximo. Bajo la hip�otesis de nor-
malidad de las observaciones,ya sabemos(ver p�ag. 33) que las estimacionesde m�axima
verosimilitud de los par�ametrosson

b� = (X 0X )� 1X 0Y b� 2
M V = SCR=n

y el valor m�aximo de la funci�on de verosimilitud es

L(b� ; b� 2
M V ) = (2� b� 2

M V )� n=2e� n=2

Del mismo modo, los estimadoresde m�axima verosimilitud de los par�ametros con las
restriccionesA � = c son

b� H b� 2
H = SCRH =n

y el valor m�aximo de la funci�on de verosimilitud, bajo la hip�otesisnula, es

L(b� H ; b� 2
H ) = (2� b� 2

H )� n=2e� n=2

De modo que el estad��stico de la raz�on de verosimilitud es

� =
L(b� H ; b� 2

H )

L(b� ; b� 2
M V )

=
�

b� 2
M V

b� 2
H

� n=2

Es f�acil ver que

F =
n � m

q
(� � 2=n � 1)

luegosoncontrastes equivalentes.
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5.4. Cuando el test es signi�cativ o

Si el estad��stico F para H0 : A � = c es signi�cativ o, podemosinvestigar la causadel
rechazo de dicha hip�otesis.Una posibilidad consisteen contrastar cada una de las res-
tricciones a0

i � = ci , i = 1; : : : ; q por separado,utilizando un test t para ver cual es la
responsable.
Hemosvisto de varias formas que, bajo la hip�otesislineal H i : a0

i � = ci , el estad��stico t i

veri�ca

t i =
a0

i
b� � ci

[b� 2a0
i (X 0X )� ai ]1=2

� tn� r

de modo que podemosrechazar H i : a0
i � = ci con un nivel de signi�caci�on � si

jt i j � tn� r (� )

dondetn� r (� ) esel valor de la tabla tal que P(jtn� r j � tn� r (� )) = � .
Tambi�en podemosconstruir intervalosde con�anza para cadaa0

i �

a0
i
b� � tn� r (� ) � b� (a0

i (X
0X )� ai )1=2

Esteprocedimiento endosetapaspara el contraste deH0 : A � = c, esdecir, un contraste
global F seguidode una seriede test t cuandoF essigni�cativ o, seconocecon el nombre
de MDS1 o m��nima diferencia signi�c ativa. El valor signi�cativ o m��nimo estn� r (� ) y la
palabra \diferencia" sere�ere a que estem�etodo seutiliza con frecuenciapara comparar
par�ametrostales comomedias dosa dos.
Este m�etodo essimple y vers�atil, sin embargo tiene susdebilidades:esposible rechazar
H0 y no rechazarninguna de las H i . Este problema,otras di�cultades y, en general,otros
m�etodos de inferenciasimult�aneaseestudian de forma m�as completa en lo que sellama
M�etodosde comparaci�on m�ultiple.

5.5. Con traste de hip�otesis sobre funciones param �e-
tricas estimables

Sea = ( 1; : : : ;  q)0 = A � un sistemade funcionesparam�etricas estimables,de modo
que las �las de la matriz A seanlinealmente independientes. La distribuci�on F quesigue
la expresi�on 3.3 permite construir diferentes contrastes de hip�otesisbajo el modelo lineal
normal.
Seac = (c1; : : : ; cq)0 un vector de constantes, con la condici�on de que c seacombinaci�on
lineal de las columnasde A . Planteamosla hip�otesisnula

H0 : A � = c (5.11)

Para decidir la aceptaci�on de H0, como una consecuenciade 3.3, podemosutilizar el
estad��stico

F =
(A b� � c)0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b� � c)=q

SCR=(n � r )
(5.12)

1en ingl�es:LSD o least signi�c ant di�er ence
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con distribuci�on Fq;n� r . Pero esevidente que 5.11esuna hip�otesislineal contrastable, de
modo que podemosutilizar el test F que resulta ser id�entico al anterior. Es otra forma
de demostrar5.9 y tambi�en que

SCRH � SCR= (A b� � c)0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b� � c)

Adem�as,podemosplantear otras hip�otesissobrelas funcionesparam�etricasestimables ,
siempreque seanlineales.Por ejemplo,consideremosahora la hip�otesislineal planteada
sobrelas q funcioneslinealmente independientes

H0 :  1 =  2 = � � � =  q (5.13)

esdecir, bajo H0 las q funcionesson iguales.Si consideramoslas nuevas funciones

e i =  1 �  i +1 i = 1; : : : ; q � 1

entonces5.13sereducea 5.11 tomando e = ( e 1; : : : ; e q� 1)0, c = 0 y sustituyendoq por
q � 1. Dicho de otra manera,seala matriz

A =

0

B
B
B
@

a11 a12 : : : a1m

a21 a22 : : : a2m
...

...
...

aq1 aq2 : : : aqm

1

C
C
C
A

Entonces5.13esequivalente a la hip�otesislineal

H0 : A � � = 0

tomando comomatriz de hip�otesis

A � =

0

B
@

a11 � a21 a12 � a22 : : : a1m � a2m
...

...
...

a11 � aq1 a12 � aq2 : : : a1m � aqm

1

C
A

Luegopodemosutilizar el estad��stico F de 5.6, con A � y q � 1, que bajo H0 tiene distri-
buci�on Fq� 1;n� r , para decidir si 5.13debe seraceptada.

5.6. Elecci�on entre dos mo delos lineales

5.6.1. Sobre los mo delos

Para la estimaci�on en el modelo lineal

Y = X � + � E(� ) = 0; var(� ) = � 2I

hemosestablecido(ver p�ag. 28) que el punto crucial es la utilizaci�on de la matriz P,
proyecci�on ortogonal sobreel espaciode las estimaciones
 = hX i . As��, dosmodelosson
igualessi tienen el mismo espaciode las estimaciones.Dos de estosmodelosdar�an las
mismasprediccionesy el mismo estimadorde � 2.
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SeanY = X 1� 1 + � 1 y Y = X 2� 2 + � 2 dos modeloslinealestales que hX 1i = hX 2i . La
matriz proyecci�on no dependede X 1 o X 2 sino s�olo de 
(= hX 1i = hX 2i ). La estimaci�on
de � 2 esla misma b� 2 = SCR=(n � r ) y las prediccionestambi�en

bY = PY = X 1
b� 1 = X 2

b� 2

En cuanto a las funcionesparam�etricas estimables,hemosvisto que la estimabilidad se
restringe a las combinacioneslinealesde las �las X 1, es decir, a0

1� 1 es estimable si se
escribe comob0X 1� 1. Pero X 1� 1 pertenecea 
 de forma que X 1� 1 = X 2� 2 para alg�un
� 2 y as��

a0
1� 1 = b0X 1� 1 = b0X 2� 2 = a0

2� 2

Las funcionesparam�etricas estimablesson las mismaspero est�an escritascon diferentes
par�ametros.Su estimadorb0PY tambi�en es �unico.

Ejemplo 5.6.1

El ANOVA de un factor se puede escribir de dos formas:

yij = � + � i + � ij i = 1; : : : ; I ; j = 1; : : : ; ni

yij = � i + � ij i = 1; : : : ; I ; j = 1; : : : ; ni

pero son equivalentespuestoquehX 1i = hX 2i .
En estemodelo las relacionesentre los dosconjuntos de par�ametros son sencillas

� i = � + � i � 1 � � 2 = � 1 � � 2 etc.

Ejemplo 5.6.2

La regresi�on lineal simple admite dosmodelos:

yi = � 0 + � 1x i + � i i = 1; : : : ; n
yi = 
 0 + 
 1(x i � �x) + � i i = 1; : : : ; n

pero son equivalentesya que


 0 = � 0 + � 1 �x


 1 = � 1

En resumen,en un modelo lineal Y = X � + � la esenciaes el subespacio
 = hX i . Si
conservamos
, podemoscambiar X a nuestra conveniencia.

5.6.2. Con traste de mo delos

El contraste dehip�otesisenmodeloslinealessereduceesencialmente a restringir el espacio
de las estimaciones.
Si partimos de un modelo que sabemoso suponemosv�alido

Modelo inicial: Y = X � + � rg X = r

debemosintentar reducir estemodelo, esdecir, ver si alg�un modelo m�assimple seajusta
aceptablemente a los datos, como

Modelo restringido: Y = eX � + � rg eX = er
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Dado que la esenciade un modelo est�a en el subespaciogeneradopor las columnasde la
matriz de dise~no o espaciode las estimaciones,esabsolutamente necesarioqueel modelo
restringido veri�que


 0 = heX i � hX i = 


S�olo en estecasose puedeplantear la elecci�on entre dos modelosalternativos como un
contraste de hip�otesis

H0 : Y = eX � + �
H1 : Y = X � + �

, H0 : E(Y ) 2 
 0 = heX i
H1 : E(Y ) 2 
 = hX i

(5.14)

dondeE(Y ) = eX � y E(Y ) = X � , respectivamente.

SeanP 
 y P 
 0 las proyeccionesortogonalessobre
 = hX i y 
 0 = heX i respectivamen-
te. Bajo el modelo inicial el estimador de E(Y ) es P 
 Y , mientras que bajo el modelo
restringido el estimadoresP 
 0 Y . Si la hip�otesisH0 escierta, ambasestimacionesdeben
estar pr�oximas.

Teorema 5.6.1

La condici�on necesariay su�ciente para que 5.14seacontrastable esque severi�que


 0 = heX i � hX i = 
 (5.15)

El test F sebasaentoncesen el estad��stico

F =
(SCRH � SCR)=(r � er )

SCR=(n � r )

cuya distribuci�on, bajo H0, esFr � er ;n � r y donde

SCRH = Y 0(I � P 
 0 )Y SCR= Y 0(I � P 
 )Y

Demostraci�on:
La expresi�on 5.15 implica la relaci�on eX = X C para una cierta matriz C. EntoncesH0

signi�ca formular una hip�otesislineal contrastable al modelo E(Y ) = X � , que lo reduce
a E(Y ) = eX � . El resto es consecuenciadel M�etodo 1 explicado en la secci�on 5.2 y el
teorema5.3.1. �
Observemosque si 
 0 * 
, entoncesestamosante modelosde naturaleza diferente. No
podemosdecidir entre ambos modelosmediante ning�un criterio estad��stico conocido. Si
se veri�ca 
 0 = 
, entonces tenemosdos versionesparam�etricas del mismo modelo,
pudiendo pasar del uno al otro por una reparametrizaci�on. Un modelo Y = X � + �
determina el espacio
 = hX i , y rec��procamente el espacio
 determina el modelo (salvo
reparametrizacionesque no disminuyan el rango).
Como ya hemosvisto, la interpretaci�on geom�etrica de la soluci�on al modelo lineal Y =
X � + � esconsiderarla proyecci�on del vector Y sobreel subespacio
 = hX i de Rn . La
relaci�on 5.15indica que las columnasde eX generanun subespaciode hX i . EntoncesSCR
y SCRH sondistanciasde la observaci�on Y a lossubespacioshX i y heX i , respectivamente.
El test F nos dice hasta que punto la diferencia SCRH � SCR es peque~na (comparada
con SCR) para poder a�rmar que el modelo seajusta al subespacioheX i en lugar de hX i
(ver �gura).
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eeH

Y

hX i
heX i

La longitud al cuadradode la diferenciaP 
 Y � P 
 0 Y es

((P 
 � P 
 0 )Y )0((P 
 � P 
 0 )Y ) = Y 0(P 
 � P 
 0 )Y

ya que P 
 � P 
 0 = P 
 ?
0 \ 
 esuna matriz proyecci�on (ver Ap�endice).Pero adem�as

Y 0(P 
 � P 
 0 )Y = Y 0(I � P 
 0 )Y � Y 0(I � P 
 )Y = SCRH � SCR

Cuando la hip�otesisnula seplantea en t�erminosde un grupo de funcionesparam�etricas
estimablesdel tip o H0 : A � = 0, sabemosque existe una matriz B = A (X 0X )� X 0 tal
que A = BX . De modo que

0 = A � = BX � = BE(Y ) , E(Y ) 2 ker(B )

y el subespacioque de�ne la hip�otesisnula es 
 0 = ker(B ) \ 
. En estecasose puede
demostrar (ver Ap�endice)que 
 ?

0 \ 
 = hP 
 B 0i y reencontrar as�� el test 5.6.

Ejemplo 5.6.3

Consideremosde nuevo el dise~no cross-overexplicado en el ejemplo 5.3.2. Supongamos
ahora que la in
uencia 
 de un f�armaco sobre el otro no es rec��proca. El efecto aditivo
no es necesariamenteel mismo cuando se administra a despu�es de b, que cuando se
administra b despu�es de a. Entonces debemosintr oducir los par�ametros


 1 : in
uencia de a sobre b


 2 : in
uencia de b sobre a

y admitir quela matriz de dise~no reducida, para los par�ametros �; � ; � ; 
 1; 
 2 es

X R =

0

B
B
@

1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 1

1

C
C
A rg X R = 4

querepresentauna alternativa a la propuestainicialmente para los par�ametros �; � ; � ; 


eX R =

0

B
B
@

1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1

1

C
C
A rg eX R = 3

Es f�acil ver quese veri�c a 5.15. El an�alisis de la varianza para decidir entre eX R y X R ,
sobre los datos de la tabla 5.2, se encuentra en la tabla 5.4. Como F no es signi�c ativo
se admite como v�alido el modelo m�as simple representadopor eX R .
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gradosde sumade cuadrados
libertad cuadrados medios F

Desviaci�on
hip�otesis 1 600;6 600;6 3;898

Residuo 36 5547;3 154;1

Cuadro 5.4: Tabla del an�alisis de la varianza para contrastar dosmodelosde cross-over

5.7. Ejemplos con R

En estasecci�on vamosa ver comosecontrastan las hip�otesisque hemosplanteado en el
ejemplo5.3.2sobreel dise~no cross-over simpli�cado.
En primer lugar procedemosa introducir los datos en el vector de observaciones.

> y<-c(17,34,26,10,19,17,8,16,13,11,
+ 17,41,26,3,-6,-4,11,16,16,4,
+ 21,20,11,26,42,28,3,3,16,-10,
+ 10,24,32,26,52,28,27,28,21,42)

A continuaci�on construimoslas columnasde la matriz de dise~no que correspondena los
par�ametros� ; � ; 
 con las funcionesde repetici�on.

> alpha<-c(rep(1,10),rep(0,10),rep(0,10),rep(1,10))
> beta<-c(rep(0,10),rep(1,10),rep(1,10),rep(0,10))
> gamma<-c(rep(0,10),rep(1,10),rep(0,10),rep(1,10))

Los modeloslinealessede�nen en R con la funci�on lm. As��, el modelogeneraly el modelo
bajo la hip�otesisnula sede�nen como

> crossover.lm<-lm(y~alpha+beta+gamma)
> crossover.lm0<-lm(y~gamma)

La columnadeunosquecorrespondeal par�ametro � no esnecesarioescribirla,ya quepor
defectoest�a incluida en cualquier modelo lineal de R as�� de�nido. Observemosadem�as
que bajo la hip�otesisnula H0 : � = � , el modelo a considerars�olo tiene dos par�ametros
�; 
 . En estecaso,el efectodel f�armaco(com�un) sepuedeincluir en la media general.
La tabla del an�alisis de la varianza para el contraste de la hip�otesisnula consideradase
realiza mediante la funci�on anova(modelo H0,modelo general).

> anova(crossover.lm0,crossover.lm)
Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ gamma
Model 2: y ~ alpha + beta + gamma

Res.Df RSSDf Sumof Sq F Pr(>F)
1 38 6931.1
2 37 6147.9 1 783.2 4.7137 0.03641 *
---
Signif. codes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1
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Del mismomodo tambi�ensepuederealizarel contraste demodelospropuestoenel ejemplo
5.6.3. En estecaso,el modelo m�as generalnecesitalas columnascorrespondientes a los
par�ametros
 1; 
 2.

> gamma1<-c(rep(0,10),rep(1,10),rep(0,10),rep(0,10))
> gamma2<-c(rep(0,10),rep(0,10),rep(0,10),rep(1,10))
> crossover.lm1<-lm(y~alpha+beta+gamma1+gamma2)
> anova(crossover.lm,crossover.lm1)
Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ alpha + beta + gamma
Model 2: y ~ alpha + beta + gamma1+ gamma2

Res.Df RSSDf Sumof Sq F Pr(>F)
1 37 6147.9
2 36 5547.3 1 600.6 3.8978 0.05606 .
---
Signif. codes: 0 `***' 0.001 `**' 0.01 `*' 0.05 `.' 0.1 ` ' 1
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5.8. Ejercicios

Ejercicio 5.1

SeanX � N (� 1; � ), Y � N (� 2; � ) variablesindependientes. En muestrasde extensi�on n1

de X , n2 de Y, plantear la hip�otesisnula

H0 : � 1 = � 2

mediante el conceptode hip�otesis lineal contrastable y deducir el test t de Student de
comparaci�on de mediascomouna consecuenciadel test F .

Ejercicio 5.2

Una variable Y dependede otra x (variable control no aleatoria) que toma los valores
x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4 de acuerdocon el modelo lineal normal

yi = � 0 + � 1x i + � 2x2
i + � i

Encontrar la expresi�on del estad��stico F para la hip�otesis

H0 : � 2 = 0

Ejercicio 5.3

Probar que una hip�otesislineal de matriz A escontrastable si y s�olo si

A (X 0X )� X 0X = A

Ejercicio 5.4

Con el modelo del ejercicio3.10:

(a) >Podemoscontrastar la hip�otesisH0 : � 1 + � 8 = 0?

(b) Contrastar la hip�otesisH0 : � 1 = � 2.

Ejercicio 5.5

Dado el siguiente modelo lineal normal

� 1 + � 2 = 6;6

2� 1 + � 2 = 7;8

� � 1 + � 2 = 2;1

2� 1 � � 2 = 0;4

estudiar si sepuedeaceptar la hip�otesisH0 : � 2 = 2� 1.

Ejercicio 5.6

Consideremosel modelo lineal normal Y = X � + � . Probar que para la hip�otesislineal

H0 : X � = 0

severi�ca SCRH � SCR= b�
0
X 0Y . Hallar el estad��stico F correspondiente.
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Ejercicio 5.7

Demostrar que para una hip�otesislineal contrastable severi�ca

E(SCRH � SCR) = q� 2 + (A � )0(A (X 0X )� A 0)� (A � )

Indicaci�on: Utilizar la propiedad 2 del Ap�endicede Estad��stica Multiv ariante con la ex-
presi�on 5.5.

Ejercicio 5.8

Demostrar que para una hip�otesislineal contrastable severi�ca la siguiente descomposi-
ci�on en sumade cuadrados

kY � bY H k2 = kY � bY k2 + k bY � bY H k2

Ejercicio 5.9

Supongamosquecadauno de los valoresx1; x2; : : : ; x12 sonlas observacionesde los �angu-
los a;a0; A; A0; b;b0; B ; B 0; c;c0; C; C0 del tri�angulo del gr�a�co adjunto. Los erroresde las
observaciones� 1; : : : ; � 12 seasumeque son independientes y con distribuci�on N (0; � ).

a
a0

A

A0

b

b0

BB 0

c

c0

C

C0

Antesdeescribir el modeloasociadoa estosdatosobservemosque,aunqueaparentemente
hay 12 par�ametros a;a0; : : : , �estos est�an ligados por las conocidas propiedadesde un
tri�angulo, esdecir

a = a0 A = A0 a + A = 180 a + b+ c = 180

y deforma similar parab;b0; B ; B 0y c;c0; C; C0. El conjunto deestasrelacionesnosconduce
a que, realmente, s�olo hay dos par�ametros independientes, les llamaremos � y � . Si
trasladamosa la izquierda las cantidades 180y con estospar�ametros,el modelo es

y1 = � + � 1 y2 = � + � 2 y3 = � � + � 3 y4 = � � + � 4

y5 = � + � 5 y6 = � + � 6 y7 = � � + � 7 y8 = � � + � 8

y9 = � � � � + � 9 y10 = � � � � + � 10 y11 = � + � + � 11 y12 = � + � + � 12

donde
y1 = x1 y2 = x2 y3 = x3 � 180 y4 = x4 � 180
y5 = x5 y6 = x6 y7 = x7 � 180 y8 = x8 � 180
y9 = x9 � 180 y10 = x10 � 180 y11 = x11 y12 = x12
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Deseamoscontrastar la hip�otesisde que el tri�angulo esequil�atero, esdecir, que a = b =
c = 60. Pero si a = 60; b= 60, c esautom�aticamente 60, luegola hip�otesises

H0 : � = � = 60

con 2 gradosde libertad, no 3. Resolver el contraste.

Ejercicio 5.10

Con el modelo cross-over expuestoen el ejemplo5.3.2calcular los siguientes elementos:

(a) Una estimaci�on de los par�ametrosmediante la f�ormula (X 0
RDX R)� X 0

RD �Y .

(b) La sumade cuadradosresidual

SCR= Y 0Y � Y 0PY =
X

y2
ij � Y 0PY

= Na

 
4X

i =1

�y2
i � +

4X

i =1

s2
i

!

� Y 0PY

= Na

 
4X

i =1

�y2
i � +

4X

i =1

s2
i

!

� �Y 0DX R(X 0
RDX R)� X 0

RD �Y

(c) La estimaci�on de la funci�on param�etrica � � � y su varianza.

(d) El estad��stico con distribuci�on t de Student para contrastar la hip�otesisH 0 : � = �

t =
�̂ � �̂

ee(̂� � �̂ )

cuyo cuadradocoincidecon el estad��stico F del ejemplo.
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Cap��tulo 6

Regresi�on lineal simple

SeaY una variable aleatoria y x una variable controlable, esdecir, los valoresquetoma x
son�jados por el experimentador. SupongamosquecalculamosY para diferentes valores
de x de acuerdocon el siguiente modelo

yi = � 0 + � 1x i + � i i = 1; : : : ; n (6.1)

dondeE(� i ) = 0, var(� i ) = � 2 i = 1; : : : ; n.
Estemodeloesla formulaci�on lineal del problemadehallar la rectaderegresi�on deY sobre
x. Los par�ametros� 0; � 1 reciben el nombre de coe�cientes de regresi�on. El par�ametro � 0

esla ordenadaen el origen, intercept en ingl�es,y � 1 esla pendiente de la recta, slope en
ingl�es.La expresi�on matricial de 6.1 es

0

B
@

y1
...

yn

1

C
A =

0

B
@

1 x1
...

...
1 xn

1

C
A

�
� 0

� 1

�
+

0

B
@

� 1
...

� n

1

C
A rg X = 2

Ahora podemosaplicar toda la teor��a generaldesarrolladaen loscap��tulos anteriorespara
un modelo lineal cualquiera,al casoparticular de la regresi�on lineal simple.

6.1. Estimaci� on de los coe�cien tes de regresi�on

Con los datos observadossepuedencalcular los siguientes estad��sticos

�x = (1=n)
P

x i s2
x = (1=n)

P
(x i � �x)2

�y = (1=n)
P

yi s2
y = (1=n)

P
(yi � �y)2

sxy = (1=n)
X

(x i � �x)(yi � �y)

donde �x; �y; s2
x ; s2

y; sxy son las medias,varianzasy covarianzasmuestrales,aunqueel signi-
�cado de s2

x y sxy esconvencional puesx no esvariable aleatoria. Con estanotaci�on las
ecuacionesnormalesson:

X 0X � = X 0Y ,
�

n n�x
n�x

P
x2

i

� �
� 0

� 1

�
=

�
n�yP
x i yi

�

y como

(X 0X )� 1 =
1

ns2
x

�
(1=n)

P
x2

i � �x
� �x 1

�
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la soluci�on es

�̂ 0 = �y � �̂ 1 �x

^� 1 =
Sxy

Sx
=

sxy

s2
x

donde

Sxy =
X

x i yi � (1=n)
X

x i

X
yi =

X
(x i � �x)(yi � �y) = n sxy

Sx =
X

x2
i � (1=n)(

X
x i )2 =

X
(x i � �x)2 = n s2

x

En el ejercicio6.2 seven otras formasde expresar�̂ 1.
La recta de regresi�on es

y = �̂ 0 + �̂ 1x

que seexpresatambi�en en la forma

y � �y = �̂ 1(x � �x)

lo que deja claro que la recta pasa por el punto ( �x; �y) y que el modelo es v�alido en el
rangode las x i , centrado en �x. �Esta estambi�en la recta queseobtienea partir del modelo
equivalente con los datos x i centrados (ver ejemplo5.6.2y ejercicio6.3).
Recordemosque por lo que hemos estudiado, estas estimacionesson insesgadasy de
varianza m��nima entre todos los estimadoreslineales (teorema de Gauss-Markov). Las
varianzasy covarianza de los estimadoresson

var(b� ) =
�

var(�̂ 0) cov(�̂ 0; �̂ 1)
cov(�̂ 0; �̂ 1) var(�̂ 1)

�
= � 2(X 0X )� 1 (6.2)

Es decir

E(�̂ 0) = � 0 var(�̂ 0) = � 2

�
1
n

+
�x2

Sx

�
(6.3)

E(�̂ 1) = � 1 var(�̂ 1) =
� 2

Sx
(6.4)

cov(�̂ 0; �̂ 1) = � � 2 �x
Sx

(6.5)

Ejemplo 6.1.1

Vamosa ilustrar el c�alculo \manual" delasestimacionesdelospar�ametroscon un ejemplo
muy sencillo de muy pocos datos.
Supongamosqueuna empresade compra-venta de autom�oviles organizaexposicioneslos
�nes de semanai contrata un n�umero variable de vendedores que oscila entre 3 y 8.
El gerente de esta empresa quiere estudiar la relaci�on entre el n�umero de vendedores
y el n�umero de cochesvendidosya que, si es posible, podr��a prever las ventas a partir
del n�umero de vendedores que contrata. Para aclararlo, el gerente examina el registro
de ventas de los �ultimos cuatro mesesy localiza un per��odo de 10 semanasdurante las
cuales no hubo ning�un incentivo especial ni a la venta ni a la compra. El n�umero de
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Semana Vendedores Coches
1 5 10
2 6 20
3 5 18
4 4 10
5 3 7
6 4 14
7 7 21
8 6 15
9 5 13
10 8 22

Gráfico de dispersión

0

10

20

30

0 2 4 6 8 10

Vendedores

C
o

ch
es

Cuadro 6.1: Datos de las ventas en 10 semanasy gr�a�co de dispersi�on

cochesvendidosdurante esteper��odo y el n�umero de vendedores empleadosen cada caso
se muestra en la tabla adjunta.
Para examinar esta relaci�on esmuy �util empezar por dibujar un diagrama de dispersi�on.
Este gr�a�c o muestra una relaci�on bastanteevidenteentre el n�umero de vendedores y las
ventas, relaci�on quese pod��a esperar. Vamosa cuanti�c arla con la ayuda de la recta de
regresi�on MC.
En la siguiente tabla tenemos los c�alculos necesarios para obtener los coe�cientes de
regresi�on, las predicciones, los residuosy la suma de cuadrados de los errores para los
datosdelas 10semanas.Esta tablaseha calculadocon una hoja dec�alculo, lo quepermite
una mayor precisi�on en los c�alculossucesivos.

i x i yi x2
i x i yi ŷi ei e2

i

1 5 10 25 50 14;10 � 4;10 16;85
2 6 20 36 120 17;09 2;91 8;47
3 5 18 25 90 14;10 3;90 15;18
4 4 10 16 40 11;12 � 1;12 1;25
5 3 7 9 21 8;13 � 1;13 1;29
6 4 14 16 56 11;12 2;88 8;30
7 7 21 49 147 20;07 0;93 0;86
8 6 15 36 90 17;09 � 2;09 4;37
9 5 13 25 65 14;10 � 1;10 1;22
10 8 22 64 176 23;06 � 1;06 1;12

Suma 53 150 301 855 0 58;90
Media 5;3 15

Cuadro 6.2: C�alculosde regresi�on simple para los datos de ventas

Con estosc�alculos, las estimacionesde los coe�cientes de regresi�on son

�̂ 1 =
855� 1

10 53� 150

301� 1
10 (53)2

= 2;9850746

�̂ 0 = 15� �̂ 1 � 5;3 = � 0;820896
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La ecuaci�on de la recta de regresi�on es

y = � 0;821+ 2;985x

o tambi�en
y � 15 = 2;985(x � 5;3)

Para calcular la precisi�on de estasestimaciones,primero debemosestimar la varianzadel
modelo.

Nota: Una aplicaci�on de hojas de c�alculo como Microsoft Excel tiene la funci�on ESTI-
MACION.LINEALque calcula de forma directa los coe�cientes de regresi�on y algunos
estad��sticos m�as. Otra funci�on matricial es TENDENCIAque permite calcular directa-
mente las predicciones.Adem�as, Excel lleva un conjunto de macrosopcionalesllamadas
\Herramientas para an�alisis" que,entre otras cosas,calculanuna regresi�on lineal comple-
ta.
En el ejemploanterior, secompruebaquelassumadelosresiduosescero,salvo problemas
deredondeo.Esto no esuna casualidad.Vamosa ver algunaspropiedadesadicionalespara
las prediccionesŷi = �̂ 0 + �̂ 1x i y para los residuosei = yi � ŷi , cuya demostraci�on sedeja
para el lector (ver ejercicio6.4).

(i) La sumade los residuosescero:
P

ei = 0.

(ii) La sumade los residuosponderadapor los valoresde la variable regresoraescero:P
x i ei = 0.

(iii)
P

yi =
P

ŷi

(iv) La suma de los residuosponderadapor las prediccionesde los valoresobservados
escero:

P
ŷi ei = 0.

6.2. Medidas de ajuste

La evaluaci�on global del ajuste de la regresi�on sepuedehacercon la SCR o, mejor, con
la varianza muestral de los residuos(1=n)

P
e2

i . Pero los residuosno son todos indepen-
dientes, si no que est�an ligados por dos ecuaciones(la (i) y la (ii) de arriba), de forma
que utilizaremos la llamada varianza residualo estimaci�on MC de � 2:

�̂ 2 = SCR=(n � 2)

Su ra��z cuadrada �̂ , que tiene las mismasunidadesque Y, esel llamado error est�andar
de la regresi�on. La varianza residual o el error est�andar son��ndices de la precisi�on del
modelo, pero dependen de las unidades de la variable respuestay no son �utiles para
compararrectasde regresi�on de variablesdiferentes. Otra medidade ajuste requiereuna
adecuadadescomposici�on de la variabilidad de la variable respuesta.

Teorema 6.2.1

Consideremosel coe�ciente de correlaci�on muestral, cuyo signi�cado esconvencional,

r =
sxy

sxsy
=

Sxy

(SxSy)1=2

Entoncesseveri�can las siguientes relaciones
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(i)
P

(yi � �y)2 =
P

(yi � ŷi )2 +
P

(ŷi � �y)2

(ii) SCR=
P

(yi � ŷi )2 = (1 � r 2)
P

(yi � �y)2 = (1 � r 2)Sy

(iii) �̂ 2 = (
P

e2
i )=(n � 2) = (1 � r 2)Sy=(n � 2)

Demostraci�on:
X

(yi � �y)2 =
X

(yi � ŷi + ŷi � �y)2

=
X

(yi � ŷi )2 +
X

(ŷi � �y)2 + 2
X

(yi � ŷi )( ŷi � �y)

pero
P

(yi � ŷi )( ŷi � �y) =
P

(yi � ŷi )ŷi � �y
P

(yi � ŷi ) = 0 por las propiedadesdel apartado
anterior. Tambi�en podemosrecordar la ortogonalidad de los subespaciosde los erroresy
de las estimaciones.Quedaas�� demostradala relaci�on (i).
Por otra parte, esf�acil ver que

X
(ŷi � �y)2 = �̂ 2

1

X
(x i � �x)2 = r 2

X
(yi � �y)2

de forma que �nalmente
X

(yi � �y)2 =
X

(yi � ŷi )2 + r 2
X

(yi � �y)2

Luego X
(yi � ŷi )2 = (1 � r 2)

X
(yi � �y)2

Como consecuenciatenemosque el estimador centrado de la varianza � 2 del modelo 6.1
es

�̂ 2 = SCR=(n � 2) = (1 � r 2)Sy=(n � 2) (6.6)

�
La descomposici�on de la suma de cuadradosde las observacionesen dos t�erminos inde-
pendientes seinterpreta as��: la variabilidad de la variable Y sedescomponeen un primer
t�ermino que re
eja la variabilidad no explicadapor la regresi�on, que esdebida al azar, y
el segundot�ermino que contiene la variabilidad explicadao eliminada por la regresi�on y
puedeinterpretarsecomola parte determinista de la variabilidad de la respuesta.
Podemosde�nir:

Variaci�on total = VT =
X

(yi � �y)2 = Sy

Variaci�on no explicada= VNE =
X

(yi � ŷi )2 = SCR

Variaci�on explicada= VE =
X

(ŷi � �y)2 = �̂ 2
1Sx

de forma que
VT = VNE + VE (6.7)

De�nici� on 6.2.1

Una medida del ajuste de la recta de regresi�on a los datosesla proporci�on de variabilidad
explicada quede�nimos con el nombre de coe�ciente de determinaci�on as��:

R2 =
VE
VT

= 1 �
SCR
Sy
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Esta medida sepuedeutilizar en cualquier tip o de regresi�on, pero en el casoparticular
de la regresi�on lineal simple con una recta tenemos

R2 = 1 �
(1 � r 2)Sy

Sy
= r 2

que esel cuadradodel coe�ciente de correlaci�on lineal entre las dosvariables.
El coe�ciente de determinaci�on R2 esuna medida de la bondad del ajuste, 0 � R2 � 1,
mientras que el coe�ciente de correlaci�on es una medida de la dependencialineal entre
las dosvariables,cuandosonaleatoriasy s�olo hay una variable regresora.

Ejemplo 6.2.1

Continuando con el ejemplode los datosde ventastenemos:

SCR= 58;896

�̂ 2 = 58;896=8 = 7;362 �̂ = 2;713

VT = Sy = 238

R2 = 1 �
58;896

238
= 0;7525

6.3. Inferencia sobre los par �ametros de regresi�on

Supongamosqueel modelo 6.1 esun modelo lineal normal. Entonces(ver teorema2.6.1)
severi�ca que

b� = (�̂ 0; �̂ 1)0 � N2(� ; var(b� ))

donde

var(b� ) = � 2(X 0X )� 1 = � 2

�
1=n + �x=Sx � �x=Sx

� �x=Sx 1=Sx

�

comohemosvisto en 6.2{6.5. Adem�as sabemosque b� esindependiente de SCR.
Como consecuenciade estasdistribucioneshemosdemostrado(ver 3.4 o 5.10) que para
contrastar una hip�otesisdel tip o H0 : a0� = c seutiliza el estad��stico

t =
a0b� � c

(�̂ 2(a0(X 0X )� 1a))1=2
(6.8)

que seguir�a una distribuci�on tn� 2, si H0 escierta.

6.3.1. Hip�otesis sobre la pendien te

El contraste de la hip�otesisH0 : � 1 = b1 frente a H1 : � 1 6= b1 seresuelve rechazandoH0

si �
�
�
�
�

�̂ 1 � b1

(�̂ 2=Sx )1=2

�
�
�
�
�

> tn� 2(� )

dondeP[jtn� 2j > tn� 2(� )] = � .
En particular, estamosinteresadosencontrastar si la pendiente escero,esdecir, la hip�ote-
sis H0 : � 1 = 0. Vamosa deducir estecontraste directamente.
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Si H0 : � 1 = 0 escierta, el modelo 6.1 sesimpli�ca y seconvierte en

yi = � 0 + � i

de donde
SCRH =

X
(yi � �̂ 0jH )2 =

X
(yi � �y)2 = Sy (6.9)

dado que �̂ 0jH = �y.
Por el teorema6.2.1sabemosque SCR= (1 � r 2)Sy, de maneraque

F =
SCRH � SCR
SCR=(n � 2)

=
Sy � (1 � r 2)Sy

(1 � r 2)Sy=(n � 2)
= (n � 2)

r 2

1 � r 2
� F1;n� 2

Finalmente,

t =
p

F = r

p
n � 2

p
1 � r 2

(6.10)

siguela distribuci�on t de Student con n � 2 gradosde libertad.
Este contraste H0 : � 1 = 0 se llama contraste para la signi�c aci�on de la regresi�on y se
formaliza en una tabla de an�alisis de la varianzadondeseexplicita la descomposici�on de
la sumade cuadrados6.7.

Fuente de gradosde sumade cuadrados
variaci�on libertad cuadrados medios F
Regresi�on 1 �̂ 1Sxy CMR CMR=ECM
Error n � 2 SCR ECM
Total n � 1 Sy

Cuadro6.3:Tabla del an�alisisdela varianzaparacontrastar la signi�caci�on dela regresi�on

El hecho de aceptar H0 : � 1 = 0 puedeimplicar que la mejor predicci�on para todas las
observacioneses �y, ya que la variable x no in
uy e, y la regresi�on esin�util. Pero tambi�en
podr��a pasarque la relaci�on no fuera de tip o recta.
Rechazar la hip�otesisH0 : � 1 = 0 puedeimplicar que el modelo lineal 6.1 esadecuado.
Pero tambi�en podr��a ocurrir queno lo sea.En todo caso,esmuy importante no confundir
la signi�caci�on de la regresi�on con una prueba de causalidad.Los modelosde regresi�on
�unicamente cuanti�can la relaci�on lineal entre la variable respuestay las variablesexpli-
cativas, una en el casosimple, pero no justi�can que �estasseanla causade aquella.
Tanto la adecuaci�on del modelo 6.1, como la hip�otesisde normalidad han de estudiarse
a trav�esdel an�alisis de los residuos.

6.3.2. Hip�otesis sobre el pun to de in tercep ci�on

Para el contraste de hip�otesisH0 : � 0 = b0, seutiliza el estad��stico

t =
�̂ 0 � b0

(�̂ 2(1=n + �x2=Sx ))1=2

que, si la hip�otesis es cierta, sigue una distribuci�on t de Student con n � 2 grados de
libertad.
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6.3.3. In terv alos de con�anza para los par �ametros

Adem�as de los estimadorespuntuales de � 0, � 1 y � 2, con las distribuciones estudiadas
podemosproporcionar intervalos de con�anza para estospar�ametros.El ancho de estos
intervalosestar�a en funci�on de la calidad de la recta de regresi�on.
Con la hip�otesisde normalidad y teniendo en cuenta las distribucionesde �̂ 0 y �̂ 1 estu-
diadas,un intervalo de con�anza para la pendiente � 1 connivel de con�anza 100(1� � ) %
es

�̂ 1 � tn� 2(� ) � (�̂ 2=Sx )1=2

dondetn� 2(� ) estal que P[jtn� 2j < tn� 2(� )] = 1 � � .
An�alogamente, para � 0 es

�̂ 0 � tn� 2(� ) � (�̂ 2(1=n + �x2=Sx ))1=2

Las cantidades

ee(̂� 1) = (�̂ 2=Sx )1=2 ee(̂� 0) = (�̂ 2(1=n + �x2=Sx ))1=2

sonlos erroresest�andar de la pendiente �̂ 1 y la intercepci�on �̂ 0, respectivamente. Setrata
de estimacionesde la desviaci�on t��pica de los estimadores.Son medidasde la precisi�on
de la estimaci�on de los par�ametros.
Como sabemos

�̂ 2 =
SCR
n � 2

=
1

n � 2
Sy(1 � r 2)

esel estimador insesgadode � 2 y la distribuci�on de SCR=� 2 es� � 2
n� 2. As��, el intervalo

de con�anza al 100(1� � ) % de � 2 es

SCR
� 2

n� 2(� =2)
� � 2 �

SCR
� 2

n� 2(1 � � =2)

donde � 2
n� 2(� =2) y � 2

n� 2(1 � � =2) son los valoresde una � 2
n� 2 para que la suma de las

probabilidadesde las colassea� .

6.3.4. In terv alo para la respuesta media

Uno de los usosprincipales de los modelosde regresi�on es la estimaci�on de la respuesta
mediaE[Y jx0] para un valor particular x0 de la variable regresora.Asumiremosquex0 es
un valor dentro del recorridode losdatosoriginalesdex. Un estimadorpuntual insesgado
de E[Y jx0] seobtiene con la predicci�on

ŷ0 = �̂ 0 + �̂ 1x0 = �y + �̂ 1(x0 � �x)

Podemosinterpretar � 0 + � 1x0 comouna funci�on param�etrica estimable

� 0 + � 1x0 = (1; x0)� = x0
0�

cuyo estimadoresŷ0 = x0
0
b� , de maneraque

var(x0
0
b� ) = � 2 x0

0(X 0X )� 1x0
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y el error est�andar de x0
0
b� es

ee(x0
0
b� ) = [�̂ 2(1=n + (x0 � �x)2=Sx )]1=2

Entonces,el intervalo de con�anza para la respuestamedia E[Y jx0] es

ŷ0 � tn� 2(� ) � �̂

s
1
n

+
(x0 � �x)2

Sx

Destacaremosel hecho de que evidentemente el ancho del intervalo depende de x0, es
m��nimo para x0 = �x y crececuandojx0 � �xj crece.Esto esintuitiv amente razonable.

6.3.5. Predicci� on de nuevas observaciones

Otra de las importantes aplicacionesde los modelos de regresi�on es la predicci�on de
nuevasobservacionespara un valor x0 de la variable regresora.El intervalo de�nido en el
apartado anterior esadecuadopara el valor esperadode la respuesta,ahoraqueremosun
intervalo de predicci�on para una respuestaindividual concreta.Estosintervalosreciben el
nombre de intervalosde predicci�on en lugar de intervalosde con�anza, ya que sereserva
el nombre de intervalo de con�anza para los que se construyen como estimaci�on de un
par�ametro. Los intervalosde predicci�on tienen en cuenta la variabilidad en la predicci�on
del valor medio y la variabilidad al exigir una respuestaindividual.
Si x0 esel valor de nuestro inter�es,entonces

ŷ0 = �̂ 0 + �̂ 1x0

esel estimadorpuntual de un nuevo valor de la respuestaY0 = Yjx0.
Si consideramosla obtenci�on de un intervalo de con�anza para esta futura observaci�on
Y0, el intervalo de con�anza para la respuestamedia en x = x0 esinapropiado ya que es
un intervalo sobre la media de Y0 (un par�ametro), no sobrefuturas observacionesde la
distribuci�on.
Sepuedehallar un intervalo depredicci�on para una respuestaconcretadeY0 del siguiente
modo:
Consideremosla variable aleatoria Y0 � ŷ0 � N (0; var(Y0 � ŷ0)) donde

var(Y0 � ŷ0) = � 2 + � 2

�
1
n

+
(x0 � �x)2

Sx

�

ya que Y0, una futura observaci�on, esindependiente de ŷ0.
Si utilizamosel valor muestraldeŷ0 parapredecirY0, obtenemosun intervalodepredicci�on
al 100(1� � ) % para Y0

ŷ0 � tn� 2(� ) � �̂

s

1 +
1
n

+
(x0 � �x)2

Sx

Este resultadosepuedegeneralizaral casode un intervalo de predicci�on al 100(1� � ) %
para la mediade k futuras observacionesde la variable respuestacuandox = x0. Si �y0 es
la media de k futuras observacionespara x = x0, un estimadorde �y0 esŷ0 de forma que
el intervalo es

ŷ0 � tn� 2(� ) � �̂

s
1
k

+
1
n

+
(x0 � �x)2

Sx
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6.3.6. Regi�on de con�anza y in terv alos de con�anza simult �aneos

Habitualmente, los intervalosdecon�anza sedan de forma conjunta para los dospar�ame-
tros � 0; � 1 de la regresi�on simple.Sin embargo, la con�anza conjunta de ambosintervalos
no es100(1� � ) %, aunquelosdossehayan construidoparaveri�car esenivel decon�anza.
Si deseamosqueel nivel de con�anza conjunta seael 100(1� � ) % debemosconstruir una
regi�on de con�anza o, alternativamente, los llamadosintervalosde con�anza simult�aneos.
A partir de la distribuci�on de la ecuaci�on 5.9 sabemosque, en general,

F =
(A b� � A � )0(A (X 0X )� A 0)� 1(A b� � A � )=q

SCR=(n � r )
� Fq;n� r

donde,en estecaso,A b� = I b� = (�̂ 0; �̂ 1)0 y q = 2. As�� pues

(b� � � )0X 0X (b� � � )
2ECM

� F2;n� 2

y

X 0X =
�

n n�x
n�x

P
x2

i

�

Con esta distribuci�on se puedeconstruir una regi�on de con�anza al 100(1� � ) % para
� 0; � 1 conjuntamente que vienedada por la elipse

(b� � � )0X 0X (b� � � )
2ECM

� F2;n� 2(� )

Con el mismo objetivo, se puedenutilizar diversosm�etodos de obtenci�on de intervalos
simult�aneosdel tip o

�̂ j � � � ee(̂� j ) j = 0; 1

Por ejemplo,el m�etodo de Sche� �e proporciona los intervalossimult�aneos

�̂ j � (2F2;n� 2(� ))1=2 � ee(�̂ j ) j = 0; 1

6.4. Regresi�on pasando por el origen

Supongamosque, por alguna raz�on justi�cada, el experimentador decide proponer el
modelo de regresi�on simple

yi = � 1x i + � i i = 1; : : : ; n

que carecedel t�ermino � 0.
El estimadorMC del par�ametro � 1 es

�̂ 1 =
P

x i yiP
x2

i

y su varianza es

var(�̂ 1) =
1

(
P

x2
i )2

X
x2

i var(yi ) = � 2 1
P

x2
i
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El estimadorde � 2 es

�̂ 2 = SCR=(n � 1) =
1

n � 1

� X
y2

i � �̂ 1

X
x i yi

�
(6.11)

Con la hip�otesisdenormalidad sepuedenconstruir intervalosdecon�anza al 100(1� � ) %
para � 1

�̂ 1 � tn� 1(� ) � �̂

s
1

P
x2

i

para E[Y jx0]

ŷ0 � tn� 1(� ) � �̂

s
x2

0P
x2

i

y para predecir una futura observaci�on

ŷ0 � tn� 1(� ) � �̂

s

1 +
x2

0P
x2

i

Es precisoestar muy segurospara utilizar estemodelo. Frecuentemente la relaci�on entre
la variable respuestaY y la variable regresorax var��a cerca del origen. Hay ejemplos
en qu��mica y en otras ciencias.El diagrama de dispersi�on nos puedeayudar a decidir el
mejor modelo. Si no estamosseguros,esmejor utilizar el modelo completo y contrastar
la hip�otesisH0 : � 0 = 0.
Una medida del ajuste del modelo a los datos es el error cuadr�atico medio 6.11 que se
puedecomparar con el del modelo completo 6.6. El coe�ciente de determinaci�on R2 no
esun buen��ndice para comparar los dos tip os de modelos.
Para el modelo sin � 0, la descomposici�on

X
y2

i =
X

(yi � ŷi )2 +
X

ŷ2
i

justi�ca que la de�nici�on del coe�ciente de determinaci�on sea

R2
0 =

P
ŷ2

iP
y2

i

queno escomparableconel R2 dela de�nici�on 6.2.1.Dehecho puedeocurrir queR2
0 > R2,

aunqueECM0 < ECM.

6.5. Correlaci� on

Consideremosla situaci�on en la que las dos variablesson aleatorias,tanto la la variable
respuestacomo la variable explicativa o regresora.De modo que tomamosuna muestra
aleatoriasimpledetama~no n formadapor lasparejas(x1; y1); : : : ; (xn ; yn ) dedosvariables
aleatorias(X ; Y) con distribuci�on conjunta normal bivariante

(X ; Y)0 � N2(� ; � ) � = (� 1; � 2)0 � =
�

� 2
1 � 1� 2�

� 1� 2� � 2
2

�

dondecov(X ; Y) = � 1� 2� y � esel coe�ciente de correlaci�on entre Y y X .
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La distribuci�on condicionadade Y dado un valor de X = x es

YjX = x � N (� 0 + � 1x; � 2
2�1)

donde

� 0 = � 1 � � 2
� 2

� 1
�

� 1 =
� 2

� 1
�

� 2
2�1 = � 2

2(1 � � 2)

De modo que la esperanzade YjX = x esel modelo de regresi�on lineal simple

E[Y jX = x] = � 0 + � 1x

Adem�as, hay una clara relaci�on entre � 1 y � , � = 0 , � 1 = 0, en cuyo casono hay
regresi�on lineal, esdecir, el conocimiento de X = x no nosayuda a predecirY .
El m�etodo de la m�axima verosimilitud proporcionaestimadoresde � 0 y � 1 quecoinciden
con los estimadoresMC.
Ahora tambi�en es posible plantearseinferenciassobreel par�ametro � . En primer lugar,
el estimadornatural de � es

r =
Sxy

(SxSy)1=2

y

�̂ 1 =
�

Sy

Sx

� 1=2

r

As��, �̂ 1 y r est�an relacionados,pero mientras r representa una medida de la asociaci�on
entre X e Y, �̂ 1 mide el grado de predicci�on en Y por unidad de X .
Nota: Ya hemosadvertido de que cuandoX esuna variable controlada, r tiene un sig-
ni�cado convencional, porque su magnitud dependede la elecci�on del espaciadode los
valoresx i . En estecaso,� no existey r no esun estimador.
Tambi�ensabemosquer 2 = R2, demodo queel coe�ciente dedeterminaci�on esel cuadrado
de la correlaci�on.
Finalmente, el principal contraste sobre� esel de incorrelaci�on H 0 : � = 0 queesequiva-
lente a H0 : � 1 = 0 y seresuelve con el estad��stico

t =
r
p

n � 2
p

1 � r 2

que, si H0 escierta, sigueuna distribuci�on tn� 2.

6.6. Car �acter lineal de la regresi�on simple

Supongamosahora que estamosinteresadosen decidir si la regresi�on de Y sobre x es
realmente lineal. Consideremoslas hip�otesis

H0 : Yi = � 0 + � 1x i + � i

H1 : Yi = g(x i ) + � i
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donde g(x) es una funci�on no lineal desconocida de x. Sin embargo, vamos a ver que
podemosreconducirel contraste a la situaci�on prevista en la secci�on 5.6.2para la elecci�on
entre dosmodeloslineales.
Necesitamosni valoresde Y para cada x i . Con un cambio de notaci�on, para cada i =
1; : : : ; k, sean

x i : yi 1; : : : ; yin i �yi = (1=ni )
P

j yij s2
yi

= (1=ni )
P

j (yij � �yi )2

�y = (1=n)
P

i;j yij s2
y = (1=n)

P
i;j (yij � �y)2 n = n1 + � � � + nk

Introducimosa continuaci�on el coe�ciente

�̂ 2 = 1 �
1
n

kX

i =1

ni
s2

yi

s2
y

(6.12)

queveri�ca 0 � �̂ 2 � 1, y mide el gradode concentraci�on de los puntos (x i ; yij ) a lo largo
de la curva y = g(x) (ver �gura 6.1).

Figura 6.1: Curva que mejor seajusta a los datos

Si indicamos� i = g(x i ) i = 1; : : : ; k convertimos la hip�otesisH1 en una hip�otesis lineal
con k par�ametros.Cuando H1 escierta, la estimaci�on de � i es�̂ i = �yi . La identidad

SCRH = SCR+ (SCRH � SCR)

esentonces
X

i;j

(yij � �̂ 0 � �̂ 1x i )2 =
X

i;j

(yij � �yi )2 +
X

i

ni ( �yi � �̂ 0 � �̂ 1x i )2

Dividiendo por n tenemos

s2
y(1 � r 2) = s2

y(1 � �̂ 2) + s2
y(�̂ 2 � r 2)

y el contraste para decidir si la regresi�on eslineal seresuelve a trav�esdel estad��stico

F =
(�̂ 2 � r 2)=(k � 2)
(1 � �̂ 2)=(n � k)

(6.13)

que tiene (k � 2) y (n � k) gradosde libertad. Si F resulta signi�cativ a, rechazaremosel
car�acter lineal de la regresi�on.
Observaciones:
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1) Solamente se puedeaplicar este test si se tienen n i > 1 observacionesde Y para
cadax i (i = 1; : : : ; k).

2) �̂ 2 es una versi�on muestral de la llamada raz�on de correlaci�on entre dos variables
aleatoriasX ; Y

� 2 =
E[(g(X ) � E(Y))2]

var(Y)

siendo
y = g(x) = E(Y jX = x)

la curva de regresi�on de la media de Y sobreX . Este coe�ciente � 2 veri�ca:

a) 0 � � 2 � 1

b) � 2 = 0 =) y = E(Y) (la curva esla recta y = constante).

c) � 2 = 1 =) y = g(X ) (Y esfunci�on de X )

3) An�alogamente, podemostambi�en plantear la hip�otesisde que Y esalguna funci�on
(no lineal) de x frente a la hip�otesisnula de que no hay ning�un tip o de relaci�on.
Las hip�otesisson:

H0 : yi = � + � i

H1 : yi = g(x i ) + � i

siendo� constante. Entonces,con las mismasnotacionesde antes,

SCRH =
X

i;j

(yij � �y)2 con n � 1 g.l.

SCR=
X

i;j

(yij � �yi )2 con n � k g.l.

Operando,sellega al estad��stico

F =
�̂ 2=(k � 1)

(1 � �̂ 2)=(n � k)
(6.14)

Comparando6.14 con 6.10, podemosinterpretar 6.14 como una prueba de signi�-
caci�on de la raz�on de correlaci�on.

Ejemplo 6.6.1

Semide la luminosidad(en l�umenes)de un cierto tipo de l�amparas despu�esde un tiempo
determinadode funcionamiento (en horas). Los resultadospara una serie de 3; 2; 3; 2 y 2
l�amparas fueron:

Tiempo (x) Luminosidad (Y)

250 5460 5475 5400 (n1 = 3)
500 4800 4700 (n2 = 2)
750 4580 4600 4520 (n3 = 3)
1000 4320 4300 (n4 = 2)
1250 4000 4010 (n5 = 2)
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Con estosdatospodemosilustrar algunosaspectos de la regresi�on lineal de la luminosidad
sobre el tiempo de funcionamiento.

Recta de regresi�on y coe�ciente de correlaci�on:

�x = 708;33 �y = 4680;42 n=12
sx = 351;09 sy = 500;08 sxy = � 170190;97

r = � 0;969 �̂ 1 = � 1;381

y � 4680;42 = � 1;381(x � 708;33)

La hip�otesisH0 : � 1 = 0 debe ser rechazadapues(ver 6.10) obtenemost = 12;403
(10 g.l.) quees muy signi�c ativo.

Raz�on de correlaci�on y car�acter lineal de la regresi�on:

�y1 = 5445 �y2 = 4750 �y3 = 4566;7 �y4 = 4310 �y5 = 4005
s2

y1
= 1050 s2

y2
= 2500 s2

y3
= 1155;5 s2

y4
= 100 s2

y5
= 25

�y = 4680;42 s2
y = 250077 n = 12 k = 5

�̂ 2 = 1 �
1
n

kX

i =1

ni
s2

yi

s2
y

= 0;996

Aplicando 6.13

F =
(0;996� 0;939)=3

(1 � 0;996)=7
= 33;3

con 3 y 7 g.l. Sepuede rechazarquela regresi�on es lineal.

Aplicando ahora 6.14

F =
0;996=4

(1 � 0;996)=7
= 435;7

vemosquela raz�on de correlaci�on es muy signi�c ativa.

6.7. Comparaci� on de rectas

En primer lugar, vamosa estudiar detalladamente la comparaci�on de dos rectas,ya que
en estecasolas f�ormulassonun poco m�assencillas.A continuaci�on presentaremosel caso
generalcuyos detallespuedenverseen Seber[65]p�ag. 197-205.

6.7.1. Dos rectas

Consideremosdosmuestrasindependientes de tama~nosn1 y n2

(x11; y11); (x12; y12); : : : ; (x1n1 ; y1n1 )

(x21; y21); (x22; y22); : : : ; (x2n1 ; y2n1 )

sobre la misma variable regresorax y la misma variable respuestaY con distribuci�on
normal, pero para dospoblacionesdistintas.
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Los dosmodelosde regresi�on simple para las dospoblacionespor separadoson

y1i = � 1 + � 1x1i + � 1i i = 1; : : : ; n1

y2i = � 2 + � 2x2i + � 2i i = 1; : : : ; n2

y susestimadoresMC son

�̂ h = �yh � �̂ h �xh �̂ h = rh

�
Syh

Sxh

� 1=2

h = 1; 2

donde �xh; Sxh ; �yh; Syh; rh son las medias,sumasde cuadradosde las desviacionesy coe�-
ciente de correlaci�on para cadauna de las muestrash = 1; 2 respectivamente.
Tambi�en deberemosconsiderar�x; Sx ; �y; Sy; r las medias,sumasde cuadradosde las des-
viacionesy coe�ciente de correlaci�on de las dosmuestrasconjuntamente.
Vamosa considerarlas dos regresionessimplescomo un �unico modelo lineal. Para ello
hacemos

Y = (y11; : : : ; y1n1 ; y21; : : : ; y2n2 )0

y

X 
 =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 x11 0
...

...
...

...
1 0 x1n1 0
0 1 0 x21
...

...
...

...
0 1 0 x2n2

1

C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
@

� 1

� 2

� 1

� 2

1

C
C
A

dondeX es(n1 + n2) � 4 de rg(X ) = 4.
As�� pues,el modeloquepresenta a lasdosregresionessimplesconjuntamente Y = X 
 + �
esun modelo lineal siempreque los erroresveri�quen las condicionesde Gauss-Markov.
Entonceses necesariosuponer que las varianzasde los errorespara las dos poblaciones
son iguales� 2

1 = � 2
2.

Para estemodelo lineal, las estimacionesMC de los par�ametros � 1; � 2; � 1; � 2 coinciden
con las estimacionesMC de las rectaspor separado�̂ 1; �̂ 2; �̂ 1; �̂ 2 y la sumade cuadrados
residual es

SCR=
n1X

i =1

(y1i � �̂ 1 � �̂ 1x1i )2 +
n2X

i =1

(y2i � �̂ 2 � �̂ 2x2i )2

= SCR1 + SCR2 = Sy1(1 � r 2
1) + Sy2(1 � r 2

2)

= Sy1 � �̂ 2
1Sx1 + Sy2 � �̂ 2

2Sx2

(6.15)

Para contrastar la hip�otesisde homogeneidadde varianzasH0 : � 2
2 = � 2

2 podemosutilizar
el estad��stico

F =
SCR1=(n1 � 2)
SCR2=(n2 � 2)

� Fn1 � 2;n2 � 2

y la estimaci�on de la varianza com�un es

ECM = SCR=(n1 + n2 � 4)

Tambi�en sepuedenutilizar los contrastes que seexplican en la secci�on 6.7.3.
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Test de coincidencia

Se trata de investigar si las dos rectas se puedenconsiderar iguales,es decir, vamos a
contrastar la hip�otesis

H0 : � 1 = � 2; � 1 = � 2

�Esta es una hip�otesis lineal contrastable (el modelo es de rango m�aximo) del tip o H 0 :
A 
 = 0 con

A 
 =
�

1 � 1 0 0
0 0 1 � 1

�
0

B
B
@

� 1

� 2

� 1

� 2

1

C
C
A

dondeA es2 � 4 y q = rg A = 2. Luegopodr��amosutilizar las f�ormulas obtenidaspara
el contraste. Sin embargo, en estecasoesmucho m�as f�acil calcular directamente la suma
de cuadradosbajo la hip�otesis.
Bajo H0 la estimaci�on MC de los par�ametros comunes � = � 1 = � 2 y � = � 1 = � 2 es
sencillamente la que seobtiene del modelo lineal conjunto, esdecir, una �unica recta de
regresi�on con todos los datos juntos:

� � = �y � � � �x

� � = r
�

Sy

Sx

� 1=2

Luego

SCRH =
n1X

i =1

(y1i � � � � � � x1i )2 +
n2X

i =1

(y2i � � � � � � x2i )2

= Sy(1 � r 2)

De modo que el estad��stico F es

F =
(SCRH � SCR)=2
SCR=(n1 + n2 � 4)

=
(Sy(1 � r 2) � SCR)=2

ECM
(6.16)

con distribuci�on F2;n1+ n2 � 4, si H0 escierta.

Test de paralelismo

Ahora queremoscomprobar la hip�otesis

H 0
0 : � 1 = � 2

para la que A es1 � 4 y q = rg A = 1.
Bajo H 0

0, la estimaci�on MC de los par�ametros � 1; � 2 y � = � 1 = � 2 se obtiene de la
minimizaci�on de

� =
n1X

i =1

(y1i � � 1 � � x1i )2 +
n2X

i =1

(y2i � � 2 � � x2i )2
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Las derivadasparcialesson

@�
@� 1

=
n1X

i =1

2(y1i � � 1 � � x1i )( � 1)

@�
@� 2

=
n2X

i =1

2(y2i � � 2 � � x2i )( � 1)

@�
@�

=
n1X

i =1

2(y1i � � 1 � � x1i )( � x1i ) +
n2X

i =1

2(y2i � � 2 � � x2i )( � x2i )

Al igualar a cero,de las dosprimerasecuacionestenemos

~� 1 = �y1 � ~� �x1 ~� 2 = �y2 � ~� �x2

y si sustituimos en la tercera ecuaci�on

~� =
P n1

i =1 x1i (y1i � �y1) +
P n2

i =1 x2i (y2i � �y2)
P n1

i =1 x1i (x1i � �x1) +
P n2

i =1 x2i (x2i � �x2)

=
P 2

h=1

P nh
i =1 (xhi � �xh)(yhi � �yh)

P 2
h=1

P nh
i =1 (xhi � �xh)2

=
r1(Sx1Sy1)1=2 + r2(Sx2Sy2)1=2

Sx1 + Sx2

De modo que la sumade cuadradoses

SCRH 0 =
n1X

i =1

(y1i � ~� 1 � ~� x1i )2 +
n2X

i =1

(y2i � ~� 2 � ~� x2i )2

=
2X

h=1

nhX

i =1

(yhi � �yh � ~� (xhi � �xh))2

=
2X

h=1

nhX

i =1

(yhi � �yh)2 � ~� 2
2X

h=1

nhX

i =1

(xhi � �xh)2

y el numeradordel test F es

SCRH 0 � SCR=
2X

h=1

�̂ 2
h

nhX

i =1

(xhi � �xh)2 � ~� 2
2X

h=1

nhX

i =1

(xhi � �xh)2

Finalmente el estad��stico F sepuedeescribir

F =
�̂ 2

1Sx1 + �̂ 2
2Sx2 � ~� 2(Sx1 + Sx2)

ECM

que bajo la hip�otesissigueuna distribuci�on F1;n1+ n2 � 4.
En la pr�actica, primero serealiza un test de paralelismoy, si seacepta,serealiza el test
cuyo estad��stico es

F =
SCRH 0 � SCRH

SCRH =(n1 + n2 � 3)

Finalmente, y si este �ultimo ha sido no signi�cativ o, procederemoscon el contraste de
coincidencia.
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Test de concurrencia

Se trata de comprobar la igualdad de los t�erminos independientes de las dos rectas, es
decir

H 00
0 : � 1 = � 2

Como en el apartado anterior, sepuedever que el m��nimo de la funci�on

� � =
n1X

i =1

(y1i � � � � 1x1i )2 +
n2X

i =1

(y2i � � � � 2x2i )2

sealcanzacuando

�� =
�

n1 + n2 �
x2

1�P n1
i =1 x2

1i
�

x2
2�P n2

i =1 x2
2i

� � 1 �
y�� �

x1�
P n1

i =1 x1i y1iP n1
i =1 x2

1i
�

x2�
P n2

i =1 x2i y2iP n2
i =1 x2

2i

�

�� 1 =
P n1

i =1 (y1i � �� )x1iP n1
i =1 x2

1i

�� 2 =
P n2

i =1 (y2i � �� )x2iP n2
i =1 x2

2i

dondey�� =
P 2

h=1

P nh
i =1 yhi , x1� =

P n1
i =1 x1i y x2� =

P n2
i =1 x2i .

Con estosresultadossepuedecalcular la sumade cuadrados

SCRH 00 =
2X

h=1

nhX

i =1

(yhi � �� � �� hxhi )2

y el estad��stico

F =
SCRH 00 � SCR

ECM
que, bajo H 00

0 , sigueuna distribuci�on F1;n1+ n2 � 4.
El test que acabamosde ver contrasta la concurrenciade las dos rectas en x = 0. Si
deseamoscomprobar la concurrenciaen un punto x = c, bastar�a aplicar estemismo test
sustituyendo los datos xhi por xhi � c. Si lo que queremoses saber simplemente si las
rectassecortan (en alg�un punto), essu�ciente con rechazar la hip�otesisde paralelismo.

6.7.2. Varias rectas

Supongamosque tenemosla intenci�on de compararH rectasde regresi�on

Y = � h + � hxh + � h = 1; : : : ; H

donde E(� ) = 0 y var(� ) = � 2 es la misma para cada recta. Esta �ultima condici�on
esabsolutamente imprescindiblepara poder aplicar los contrastes estudiadosal modelo
lineal conjunto que ahora describiremos.
Para cadah, consideremoslos nh pares(xhi ; yhi ) i = 1; : : : ; nh de modo que

yhi = � h + � hxhi + � hi i = 1; : : : ; nh

con � hi independientes e id�enticamente distribuidos comoN (0; � 2).
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SeaY = (y11; : : : ; y1n1 ; : : : ; yH 1; : : : ; yH n2 )0 y

X 
 =

0

B
B
B
@

1 0 � � � 0 x1 0 � � � 0
0 1 � � � 0 0 x2 � � � 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 � � � 1 0 0 � � � xH

1

C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 1

� 2
...

� H

� 1

� 2
...

� H

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

dondexh = (xh1; : : : ; xhn h )0, para cadah = 1; : : : ; H .
Con todo ello disponemosdel modelo lineal

Y = X 
 + �

dondeX esN � 2H , con rg(X ) = 2H y N =
P H

h=1 nh.
De esta forma podemoscontrastar cualquier hip�otesislineal de la forma H 0 : A 
 = c.
La estimaci�on MC de los par�ametros � h; � h de este modelo se obtiene de cada recta
particular

�̂ h =
P

i (yhi � �yh�)(xhi � �xh�)P
i (xhi � �xh�)2

= rh

�
Syh

Sxh

� 1=2

�̂ h = �yh� � �̂ h �xh�

donde �xh�; Sxh ; �yh�; Syh; rh son las medias,sumasde cuadradosde las desviacionesy coe-
�cien te de correlaci�on para cadauna de las muestrash = 1; : : : ; H respectivamente.
Tambi�en la suma de cuadradosgeneralSCR es simplemente la suma de las sumasde
cuadradosde los residuosde cadarecta de regresi�on por separado

SCR=
HX

h=1

 
nhX

i =1

(yhi � �yh�)2 � �̂ 2
h

nhX

i =1

(xhi � �xh�)2

!

=
HX

h=1

SCRh =
HX

h=1

Syh(1 � r 2
h)

=
HX

h=1

Syh � �̂ 2
hSxh

Test de coincidencia

Setrata de investigar si las rectasson iguales,esdecir, si

H0 : � 1 = � 2 = � � � = � H (= � ) ; � 1 = � 2 = � � � = � H (= � )

que podemosescribir matricialmente con una matriz A de tama~no (2H � 2) � 2H de
rango 2H � 2.
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A partir de las estimacionesMC de los par�ametros � ; � que se obtienen de la recta
ajustada con todos los puntos reunidos en una �unica muestra, la suma de cuadrados
residual es

SCRH =
HX

h=1

nhX

i =1

(yhi � �y�� � � � (xhi � �x �� ))
2

=
HX

h=1

nhX

i =1

(yhi � �y�� )
2 � (� � )2

HX

h=1

nhX

i =1

(xhi � �x �� )
2

= Sy(1 � r 2)

donde

� � =
P

h

P
i (yhi � �y�� )(xhi � �x �� )P
h

P
i (xhi � �x �� )2

= r
�

Sy

Sx

� 1=2

y los estad��sticos �x �� ; Sx ; �y�� ; Sy; r son las medias,sumasde cuadradosde las desviaciones
y coe�ciente de correlaci�on de la muestra conjunta.
Entoncesel estad��stico F para el contraste de estahip�otesises

F =
(SCRH � SCR)=(2H � 2)

SCR=(N � 2H )
(6.17)

Con traste de paralelismo

Ahora setrata de investigar si las pendientes de las rectasson iguales,esdecir, si

H 0
0 : � 1 = � 2 = � � � = � H

que matricialmente esequivalente a

H 0
0 :

0

B
B
B
@

0 0 � � � 0 1 0 � � � 0 � 1
0 0 � � � 0 0 1 � � � 0 � 1
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 � � � 0 0 0 � � � 1 � 1

1

C
C
C
A

�
�
�

�
= 0

En estecaso,la matriz A querepresenta lasrestriccionesdelospar�ametroses(H � 1)� 2H
y su rango esH � 1. De modo que tomando, en el contraste F , los valoresq = H � 1,
n = N y k = 2H , el estad��stico especi�cado para estecontraste es

F =
(SCRH 0 � SCR)=(H � 1)

SCR=(N � 2H )

Para calcular el numerador de este estad��stico podemosproceder con las f�ormulas ge-
neralesestudiadasu observar las peculiaridadesde este modelo que permiten obtener
SCRH 0.
Primero hay queminimizar

P
h

P
i (yhi � � h � � xhi )2, dedondeseobtienenlosestimadores

~� h = �yh� � ~� �xh� h = 1; : : : ; H
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~� =
P

h

P
i xhi (yhi � �yh�)P

h

P
i xhi (xhi � �xh�)

=
P

h

P
i (yhi � �yh�)(xhi � �xh�)P
h

P
i (xhi � �xh�)2

=
P

h rh(Sxh Syh)1=2

P
h Sxh

Este �ultimo estimadoresun estimadorconjunto (pooled) de la pendiente com�un.
Con estasestimacionesseprocedea calcular la sumade cuadrados

SCRH 0 =
HX

h=1

Syh � ~� 2
HX

h=1

Sxh

y el estad��stico F es

F =
(
P

h �̂ 2
hSxh � ~� 2

P
h Sxh )=(H � 1)

SCR=(N � 2H )

que bajo H 0
0 sigueuna distribuci�on FH � 1;N � 2H .

En la pr�actica, esaconsejablecomenzarpor un contraste de paralelismoy, si seacepta,
continuar con el contraste cuyo estad��stico es

F =
(SCRH 0 � SCRH )=(H � 1)

SCRH =(N � H � 1)

Finalmente, y si este�ultimo ha sido no signi�cativ o, procederemoscon el contraste 6.17.

Test de concurrencia

Deseamoscontrastar la hip�otesisde que todas las rectassecortan en un punto del eje de
las Y, esdecir, para x = 0:

H 00
0 : � 1 = � 2 = � � � = � H (= � )

En estecaso,las estimacionesde los par�ametrosbajo la hip�otesisson

�� =
�

N �
x2

1�P
i x2

1i
� � � � �

x2
H �P

i x2
H i

� � 1 �
y�� �

x1�
P

i x1i y1iP
i x2

1i
� � � � �

xH �
P

i xH i yH iP
i x2

H i
�

�

�� h =
P

i (yhi � �� )xhiP
i x2

hi

h = 1; 2; : : : ; H

dondexh� =
P

i xhi y y�� =
P

h

P
i yhi .

La sumade cuadradosresidual es

SCRH 00 =
X

h

X

i

(yhi � �� � �� hxhi )2

y con ella sepuedecalcular el estad��stico F para el contraste

F =
(SCRH 00 � SCR)=(H � 1)

SCR=(N � 2H )
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Cuando los valoresde las x son los mismospara todas las rectas, tenemosque nh = n y
xhi = x i para toda h = 1; : : : ; H y as�� las f�ormulas sonm�as simples

�� =
�

H n �
H x2

�P
i x2

i

� � 1 �
y�� �

x �
P

i x i y�iP
i x2

i

�

= �y�� �
�x

P
h

P
i yhi (x i � �x)

H
P

i (x i � �x)2
= �y�� � �x

P
h �̂ h

H

dondecada �̂ h esla estimaci�on de la pendiente de la h-�esimarecta, mientras que �� esel
corte de la recta de regresi�on media.
En estecaso

SCRH 00 =
X

h

X

i

y2
hi �

(
P

h

P
i x i yhi )

2

P
i x2

i
� �� 2H n

P
i (x i � �x)2

P
i x2

i

Adem�as, como �y�� y �̂ h est�an incorrelacionados

var( �� ) = var(�y�� ) + H �x2 var(�̂ h)
H 2

=
� 2

H

�
1
n

+
�x2

P
i (x i � �x)2

�
=

� 2
P

i x2
i

nH
P

i (x i � �x)2

de modo que tenemosla posibilidad de construir un intervalo de con�anza para � ya que

( �� � � )
�

nH
P

i (x i � �x)2

ECM
P

i x2
i

� 1=2

� tH (n� 2)

dondeECM = SCR=(nH � 2H ).
Por otra parte, tambi�enpodemosestudiarsi lasrectassecortan enun punto x = c distinto
del cero. Simplemente reemplazaremosxhi por xhi � c en todas las f�ormulas anteriores.
La coordenaday del punto de corte siguesiendoestimadapor �� .
Sin embargo,si el punto de corte esdesconocido x = � , la hip�otesisa contrastar esmucho
m�as complicada

H 000
0 : � h + � h � = cte: = �� + �� � h = 1; 2; : : : ; h

o tambi�en
H 000

0 :
� 1 � ��
� 1 � ��

= � � � =
� H � ��
� H � ��

y desgraciadamente no eslineal.

6.7.3. Con traste para la igualdad de varianzas

En los contrastes de comparaci�on de rectas se hace la suposici�on de la igualdad de las
varianzas� 2

h de los modeloslinealessimplesh = 1; : : : ; H .
Los estimadoresde dichasvarianzasson los errorescuadr�aticos mediosparticulares

S2
h =

P
i (yhi � �yh� � �̂ h(xhi � �xh�))2

nh � 2
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y sabemosque

(nh � 2)S2
h=� 2

h � � 2
nh � 2 h = 1; : : : ; H indep:

Para contrastar la hip�otesis
H0 : � 2

1 = � � � = � 2
H

hay varios m�etodos,desdelos m�ascl�asicosde Bartlett(1937) o Hartley(1950), muy sensi-
bles a la no normalidad de los datos, hasta los m�as robustosentre los que destacael de
Levenecon susvariantes.
Si hacemosf h = nh � 2, el test de Bartlett es

T =
(
P

f h)logS2 �
P

(f h logS2
h)

C

donde

S2 =
P

f hS2
hP

f h
C = 1 +

P
f � 1

h � (
P

f h)� 1

3(H � 1)

Si H0 escierta, aproximadamente T � � 2
H � 1.

Cuando los f h son todos iguales,Hartley proponeel estad��stico

F =
m�axf S2

1; : : : ; S2
H g

m��nf S2
1; : : : ; S2

H g

Sin embargo, como se trata de comparar las varianzasa partir de las observacioneso
r�eplicasdeH poblaciones,esmejor considerarel problemacomoun an�alisisde la varianza
de un factor. La prueba robusta de Levenesobrela homogeneidadde varianzassebasa
en el an�alisis de la varianza de un factor con los datos zhi = jyhi � �yh� j. Para reforzar la
resistenciadel m�etodo sepuedeutilizar comomedida de localizaci�on la mediana.
Finalmente podemosa~nadir que, cuandola heterogeneidadde las varianzasesevidente,
siempreesposibleestudiar algunatransformaci�on potenciade los datosoriginalesyhi que
mejore la situaci�on.

6.8. Un ejemplo para la re
exi� on

La siguiente tabla presenta cinco conjuntos de datos para cinco modelos de regresi�on
simplediferentes: losdatosbajo el encabezamiento x1(a-d) sonlosvaloresdeuna variable
regresoraque escom�un en las cuatro regresionescon las variables respuestay(a), y(b),
y(c) y y(d). Las seriesde datos x(e) y y(e) de�nen otra regresi�on.
Sepuedecomprobarque,enloscincocasos,la regresi�on dey sobrex conduceexactamente
a la misma recta

y = 0;520+ 0;809x

La varianza explicada, la no explicada i la varianza residual son id�enticas en todas las
regresiones,as�� comotambi�en el coe�ciente de determinaci�on.
Por lo tanto, las cinco regresionesparecenser formalmente id�enticas. A pesarde ello, si
dibujamosen cadacasolos diagramasde dispersi�on y la recta de regresi�on, observaremos
que nuestra impresi�on se modi�ca radicalmente: en la p�agina 116 tenemoslos gr�a�cos
para los cinco conjuntos de datos.
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obs. x1(a-d) y(a) y(b) y(c) y(d) x(e) y(e)
1 7 5,535 0,103 7,399 3,864 13,715 5,654
2 8 9,942 3,770 8,546 4,942 13,715 7,072
3 9 4,249 7,426 8,468 7,504 13,715 8,496
4 10 8,656 8,792 9,616 8,581 13,715 9,909
5 12 10,737 12,688 10,685 12,221 13,715 9,909
6 13 15,144 12,889 10,607 8,842 13,715 9,909
7 14 13,939 14,253 10,529 9,919 13,715 11,327
8 14 9,450 16,545 11,754 15,860 13,715 11,327
9 15 7,124 15,620 11,676 13,967 13,715 12,746
10 17 13,693 17,206 12,745 19,092 13,715 12,746
11 18 18,100 16,281 13,893 17,198 13,715 12,746
12 19 11,285 17,647 12,590 12,334 13,715 14,164
13 19 21,385 14,211 15,040 19,761 13,715 15,582
14 20 15,692 15,577 13,737 16,382 13,715 15,582
15 21 18,977 14,652 14,884 18,945 13,715 17,001
16 23 17,690 13,947 29,431 12,187 33,281 27,435

Cuadro 6.4: Datos de cinco regresionessimples

n�umero de obs. n = 16 �̂ 1 = 0;809 ee(̂� 1)=0,170
media de las x1 �x1 = 14;938 �̂ 0 = 0;520 ee(̂� 0)=2,668
media de las y �y = 12;600 R2 = 0;617

P
(yi � �y)2 = 380;403con 15 g.l.

P
(yi � ŷi )2 = 145;66 con 14 g.l.

�̂ = 3;226

Cuadro 6.5: Principales resultadosde la regresi�on simple

La �gura a esla querepresentan todoslosmanualesqueexplicanla regresi�on simple.
El modelo de la regresi�on lineal simple parececorrecto y adaptadoa los datos que
permite describir correctamente. El modelo parecev�alido.

La �gura b sugiereque el modelo lineal simple no est�a absolutamente adaptado
a los datos que pretende describir. M�as bien, la forma adecuadaes la cuadr�atica
con una d�ebil variabilidad. El modelo lineal simple es incorrecto; en particular,
las prediccionesque �el proporciona son sesgadas:subestimacionespara los valores
pr�oximosa la media de x y sobreestimacionespara el resto.

La �gura c sugieretodav��a que el modelo lineal simple no se adapta a los datos,
pero una �unica observaci�on pareceser la causa.Por contra, las otras observaciones
est�an bien alineadasperorespectoa otra recta deecuaci�on y = 4;242+ 0;503x1. Hay
pues,un dato verdaderamente sospechoso.La reacci�on natural del experimentador
ser�a la de investigar con detalle la raz�on de esta desviaci�on. >No ser�a un error de
transcripci�on? >Hay alguna causaque justi�que la desviaci�on y que no tiene en
cuenta el modelo lineal simple?
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Figura 6.2: Gr�a�cos de los cinco conjuntos de datos con la recta de regresi�on

La �gura d tiene un an�alisis m�as sutil: los puntos rodean la recta, pero aumentan
las desviacionesa medida que crecenlos valoresde la variable regresora.Se hace
evidente que la suposici�on de una varianza com�un de los residuosno severi�ca.

Finalmente, la �gura e esm�ascontundente: el modeloparececorrecto.Si la calidad
de los datosno puedeponerseen duda, esteconjunto estan v�alido comoel primero
y los resultadosnum�ericosde la regresi�on soncorrectos.Pero nosotrosintuimos que
esteresultado no es lo su�cientemente satisfactorio: todo dependede la presencia
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de un �unico punto, si lo suprimimos, incluso no ser�a posible calcular la pendiente
de la recta, ya que la suma de los cuadradosde las desviacionesde las x es cero.
�Este no esel casodel primer conjunto de datos, dondela supresi�on de un punto no
conducem�as que a una ligera modi�caci�on de los resultados.As�� pues,deber��amos
ser extremadamente cautoscon las posiblesutilizacionesde estemodelo. Adem�as,
debemosindicar que el experimento de�nido por los valoresde x esmuy malo.

Naturalmente, los conjuntos de datos b, c, d y e muestran casosextremos que, en la
pr�actica, no hallaremosde forma tan clara. �Esta esuna raz�on suplementaria para dotar al
experimentador de mediospara detectarlos.Cuando las desviacionesde las suposiciones
del modelo son d�ebiles, los resultados no ser�an err�oneos,pero si las suposicionesson
groseramente falsas, las conclusionespueden incluso no tener sentido. La herramienta
fundamental para la validaci�on de las hip�otesisdel modelo esel an�alisis de los residuos
del modelo estimado.
El an�alisis de los residuos (ver cap��tulo 9) tiene comoobjetivo contrastar a posteriori
las hip�otesisdel modelo lineal. Es especialmente importante cuando,si tenemosun �unico
valor de y para cadax, los contrastes de homocedasticidad,normalidad e independencia
no sepuedenhacera priori. Analizaremoslos residuospara comprobar:

a) si la distribuci�on esaproximadamente normal;

b) si su variabilidad esconstante y no dependede x o de otra causa;

c) si presentan evidenciade una relaci�on no lineal entre las variables;

d) si existen observacionesat��picas o heterog�eneasrespecto a la variable x, la y o
ambas.

6.9. Ejemplos con R

Vamosa recuperar el ejemplo de la secci�on 1.8 donde se calculan algunasregresionesa
partir del ejemplo inicial con los datos de la tabla 1.1. En esasecci�on, el c�alculo de la
regresi�on simple serealizacon la funci�on lsfit(x,y) queasignamosal objeto recta.ls

> recta.ls<-lsfit(dens,rvel)

Ahora utilizaremos la funci�on lm que de�ne el modelo de regresi�on simple.

> recta<-lm(rvel~dens)
> recta
Call:
lm(formula = rvel ~ dens)

Coefficients:
(Intercept) dens

8.089813 -0.05662558

Degrees of freedom: 24 total; 22 residual
Residual standard error: 0.2689388
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Tambi�en sepuedenobtener otros datos importantes con la funci�on summary:

> recta.resumen<-summary(recta)
> recta.resumen

Call: lm(formula = rvel ~ dens)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.3534 -0.2272 -0.03566 0.1894 0.5335

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 8.0898 0.1306 61.9295 0.0000
dens -0.0566 0.0022 -26.0076 0.0000

Residual standard error: 0.2689 on 22 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9685
F-statistic: 676.4 on 1 and 22 degrees of freedom, the p-value is 0

Correlation of Coefficients:
(Intercept)

dens -0.9074

Adem�as se puedeaccedera muchos valores de los objetos recta y recta.resumen de
forma directa.

> recta$coef
(Intercept) dens

8.089813 -0.05662558
> recta.resumen$sigma
[1] 0.2689388

En general,podemossaber los diferentes resultadosque seobtienen con el comandolm
si escribimosnames(recta) o names(summary(recta)) .

> names(recta)
[1] "coefficients" "residuals" "fitted.values" "effects" "R" "rank"
[7] "assign" "df.residual" "contrasts" "terms" "call"

> names(summary(recta))
[1] "call" "terms" "residuals" "coefficients" "sigma" "df"
[7] "r.squared" "fstatistic" "cov.unscaled" "correlation"

De modo quepodemosutilizar estosdatospara nuevosc�alculos.Por ejemplopodemoscal-
cular la matriz estimadadecovarianzasentre losestimadoresdelospar�ametros�̂ 2(X 0X )� 1

as��:

> cov.beta<-round(recta.resumen$sigma^2*recta.resumen$cov.uns cal ed,6 )
> cov.beta

(Intercept) dens
(Intercept) 0.017064 -0.000258

dens -0.000258 0.000005
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Por otra parte, y aunqueel resumenproporcionadopor la funci�on summary(recta) inclu-
ye el test F de signi�caci�on de la regresi�on, la tabla del An�alisis de la Varianza sepuede
calcular con la funci�on aov.

> summary(aov(recta))
Df Sumof Sq MeanSq F Value Pr(F)

dens 1 48.92231 48.92231 676.3944 0
Residuals 22 1.59122 0.07233

Tambi�en sepuedencalcular intervalosde con�anza al 95% para los par�ametros� 0; � 1.

> coef(recta)
(Intercept) dens

8.089813 -0.05662558
> coef.recta<-coef(recta)
> names(coef.recta)
[1] "(Intercept)" "dens"
> names(coef.recta)<-NULL # Truco para utilizar mejor los coeficientes
> coef.recta

1 2
8.089813 -0.05662558

> ee0<-sqrt(cov.beta[1,1])
> ee1<-sqrt(cov.beta[2,2])
> c(coef.recta[1]+qt(0.025,22)*ee0,coef.recta[1]+qt(0.975,22) *ee0)
[1] 7.818905 8.360721
> c(coef.recta[2]+qt(0.025,22)*ee1,coef.recta[2]+qt(0.975,22) *ee1)
[1] -0.06126290 -0.05198826

Cabe se~nalar que si el modelo de regresi�on simple debe pasar por el origen, esdecir, no
tiene t�erminodeintercepci�on, podemosutilizar la funci�on lsfit(x,y,int=F) o la funci�on
lm(y ~ x - 1) .
La predicci�on puntual o por intervalo de nuevosvaloresde la variable respuestasepuede
hacercon la funci�on predict del modelo lineal. Atenci�on, porque los argumentos en R y
S-PLUSdi�eren.
Por �ultimo, podemosa~nadir queenR existeun conjunto dedatossimilaresa losexplicados
en la secci�on 6.8:

> data(anscombe)
> summary(anscombe)
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6.10. Ejercicios

Ejercicio 6.1

Probar que bajo el modelo lineal normal yi = � 0 + � 1x i + � i las estimacionesMC �̂ 0; �̂ 1

sonestoc�asticamente independientes si y s�olo si
P

x i = 0.

Ejercicio 6.2

Comprobar que la pendiente de la recta de regresi�on es

�̂ 1 = r
S1=2

y

S1=2
x

= r
sy

sx

donder esel coe�ciente de correlaci�on

r =
Sxy

(SxSy)1=2
=

sxy

sxsy

Ejercicio 6.3

Consideremosel modelo de regresi�on simple alternativo

yi = 
 0 + 
 1(x i � �x) + � i i = 1; : : : ; n

La matriz dedise~no asociadaesX � = (1; x � �x1) donde1 = (1; : : : ; 1)0y x = (x1; : : : ; xn )0.
Este modelo esequivalente al modelo 6.1 ya que hX � i = hX i .
Calcular las estimacionesb
 = (X 0

� X � )� 1X 0
� Y para comprobarque


̂ 0 = �y


̂ 1 = �̂ 1 =
X x i � �x

Sx
yi

Calcular la matriz de varianzas-covarianzas var(b
 ) = � 2(X 0
� X � )� 1 y comprobar que


̂ 0 = �y est�a incorrelacionadocon 
̂ 1 = �̂ 1. A partir de esteresultado, calcular var(�̂ 1) =
var(
̂ 1) y var(�̂ 0) = var(�y � �̂ 1 �x).
Calcular tambi�en la matriz proyecci�on P = X � (X 0

� X � )� 1X 0
� = X (X 0X )� 1X 0.

Ejercicio 6.4

En un modelo de regresi�on simple, con � 0, demostrarque severi�can las siguientes pro-
piedadespara las prediccionesŷi = �̂ 0 + �̂ 1x i y los residuosei = yi � ŷi :

(i) La sumade los residuosescero:
P

ei = 0.

(ii)
P

yi =
P

ŷi

(iii) La sumade los residuosponderadapor los valoresde la variable regresoraescero:P
x i ei = 0.

(iv) La suma de los residuosponderadapor las prediccionesde los valoresobservados
escero:

P
ŷi ei = 0.
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Ejercicio 6.5 Mo delo de regresi�on simple estandarizado

A partir de los datos observadosde una variable respuestayi y de una variable regresora
x i sede�nen unasnuevas variablesestandarizadascomo

ui =
x i � �x

S1=2
x

vi =
yi � �y

S1=2
y

i = 1; : : : ; n

La estandarizaci�on signi�ca que los datos transformadosest�an centrados y los vectores
u = (u1; : : : ; un )0, v = (v1; : : : ; vn )0 sonde longitud uno, esdecir, jjujj = 1 y jjv jj = 1.
Sede�ne el modelo de regresi�on simple estandarizadocomo

vi = b1ui + � i i = 1; : : : ; n

En este modelo desaparecede manera natural la ordenada en el origen al realizar el
cambio de variables.
Comprobar que

�̂ 1 = b̂1

r
Sy

Sx

�̂ 0 = �y � �̂ 1 �x

Adem�as, la \matriz" u0u = jjujj 2 = 1 y la estimaci�on de b1 esmuy sencillab̂1 = r .

Ejercicio 6.6

En el casode una regresi�on lineal simple pasandopor el origen y con la hip�otesis de
normalidad, escribir el contraste de la hip�otesisH0 : � 1 = b1, dondeb1 esuna constante
conocida.

Ejercicio 6.7

Para el modelo lineal simple consideremosla hip�otesis

H0 : y0 = � 0 + � 1x0

donde (x0; y0) es un punto dado. Esta hip�otesissigni�ca que la recta de regresi�on pasa
por el punto (x0; y0). Construir un test para estahip�otesis.

Ejercicio 6.8

Hallar la recta de regresi�on simple de la variable respuestara��z cuadrada de la velocidad
sobrela variable regresoradensidadcon los datos de la tabla 1.1 del cap��tulo 1.
Comprobar las propiedadesdel ejercicio6.4 para estosdatos.
Calcular la estimaci�on de � 2 y, a partir de ella, las estimacionesde las desviaciones
est�andar de los estimadoresde los par�ametros �̂ 0 y �̂ 1.
Escribir los intervalos de con�anza para los par�ametros con un nivel de con�anza del
95%.
Construir la tabla para la signi�caci�on de la regresi�on y realizar dicho contraste.
Hallar el intervalo de la predicci�on de la respuestamedia cuando la densidades de 50
veh��culos por km. Nivel de con�anza: 90%.
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Ejercicio 6.9

Comparar las rectas de regresi�on de hombres y mujerescon los logaritmos de los datos
del ejercicio1.4.

Ejercicio 6.10

Seadmite que una personaesproporcionada si su altura en cm esigual a su pesoen kg
m�as 100. En t�erminosestad��sticos si la recta de regresi�on de Y (altura) sobreX (peso)
es

Y = 100+ X

Contrastar, con un nivel de signi�caci�on � = 0;05, si se puede considerarv�alida esta
hip�otesis a partir de los siguientes datos que corresponden a una muestra de mujeres
j�ovenes:

X : 55 52 65 54 46 60 54 52 56 65 52 53 60
Y : 164 164 173 163 157 168 171 158 169 172 168 160 172

Razonarla bondad de la regresi�on y todos los detallesdel contraste.

Ejercicio 6.11

El per��odo deoscilaci�on deun p�enduloes2�
q

l
g , dondel esla longitud y g esla constante

de gravitaci�on. En un experimento observamost ij (j = 1; : : : ; ni ) per��odoscorrespondien-
tes a l i (i = 1; : : : ; k) longitudes.

(a) Proponer un modelo, con las hip�otesisque senecesiten,para estimar la constante
2�p

g por el m�etodo de los m��nimos cuadrados.

(b) En un experimento seobservan los siguientes datos:

longitud per��odo
18;3 8;58 7;9 8;2 7;8
20 8;4 9;2

21;5 9;7 8;95 9;2
15 7;5 8

Contrastar la hip�otesisH0 : 2�p
g = 2.
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Cap��tulo 7

Una recta resisten te

Para ajustar una linea recta de la forma

y = a + bx

a un conjunto de datos (x i ; yi ); i = 1; : : : ; n sehan desarrolladovarios m�etodosa lo largo
de la historia. La regresi�on por m��nimos cuadradosque hemosexplicado es el m�etodo
m�as conocido y m�as ampliamente utilizado. Es un m�etodo que involucra c�alculos alge-
braicamente simples,utiliza la inferenciadeducidapara la distribuci�on normal y requiere
�unicamente una derivaci�on matem�atica sencilla.Desgraciadamente, la recta de regresi�on
m��nimo-cuadr�atica no esresistente. Un dato \salvaje" puedetomar f�acilmente el control
de la recta ajustada y conducirnosa conclusionesenga~nosassobrela relaci�on entre y y
x. La llamada recta resistentede los tres grupos evita esta di�cultad. As��, esta recta es
muy �util en la exploraci�on de los datos y-versus-x.
A continuaci�on exponemoslas principalesideasen estetema del cl�asicolibro Understan-
ding Robustand Exploratory Data Analysis de Hoaglin, Mosteller y Tukey [39].

7.1. Recta resisten te de los tres grup os

7.1.1. Formaci�on de los tres grup os

Empezaremospor ordenar los valoresx de manera que x1 � x2 � � � � � xn . Entonces,
sobrela basede estosvaloresordenados,dividiremos los n puntos (x i ; yi ) en tres grupos:
un grupo izquierdo, un grupo central y un grupo derecho, de tama~no tan igual comosea
posible. Cuando no hay repeticionesen les x i , el n�umero de puntos en cada uno de los
tres grupos dependedel residuode la divisi�on de n por 3:

Grupo n = 3k n = 3k + 1 n = 3k + 2
Izquierdo k k k + 1
Central k k + 1 k
Derecho k k k + 1

Repeticionesde los x i nos har�an estar alerta para formar tres conjuntos que no separen
los puntos con igual x en conjuntos diferentes. Un examendetallado del tratamiento de
las repeticionesnos puedellevar incluso a formar �unicamente dos grupos. Cuando cada
uno de los tercios ha sido de�nitiv amente formado, determinaremoslas dos coordenadas
de unospuntos centrales, uno para cadagrupo, con la medianade los valoresde las x y
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la medianade los valoresde las y, por separado.Etiquetaremoslas coordenadasde estos
tres puntos centrales con las letras I de izquierda, C de centro i D de derecha:

(x I ; yI ); (xC ; yC ); (xD ; yD )

La �gura 7.1muestralospuntos observadosy lospuntos centralesdeun ejemplohipot�etico
con 9 puntos. Comoseve en estegr�a�co, ninguno de los puntos centrales coincidecon un
punto delosdatos,ya quelasmedianasdelesx y delasy sehan calculadoseparadamente.
A pesarde ello, los tres podr��an ser puntos observados,como ocurre a menudo, cuando
las x y las y siguenel mismo orden.

Figura 7.1: Puntos observadosy puntos centrales en un ejemplohipot�etico.

Este sistemade determinaci�on de los puntos centrales de cada grupo es el que da a la
recta que calcularemossu resistencia.Cuanto mayor esel n�umero de puntos observados
en cada grupo, la medianaproporciona la resistenciaa los valoresin
uy entes de x, y o
ambos.

7.1.2. Pendien te e in tercep ci�on

Ahora utilizaremos los puntos centrales para calcular la pendiente b y la ordenadaen el
origeno intercepci�on a de la recta y = a+ bx queajusta los valoresobservadosy permite
la predicci�on de los valoresx i observadosy cualquier otro valor apropiadode x. En este
sentido, la pendiente b nosdice cuantas unidadesde y cambian por una unidad de x. Es
razonableobtener esta informaci�on de los datos, en concretode los puntos centrales de
los grupos izquierdo y derecho:

b0 =
yD � yI

xD � x I

La utilizaci�on de los dos puntos centrales de los grupos extremosnos da la ventaja de
medir el cambio dey sobreun intervalo bastante ancho dex, siemprequehayan su�cientes
puntos observadosen estosgrupos para asegurarla resistencia.
Cuando tomamosla pendiente b0 para ajustar el valor y de cada punto central, la dife-
rencia esel valor de la intercepci�on de una linea con pendiente b0 que pasaexactamente
por estepunto. La intercepci�on ajustada esla media de estostres valores:

a0 =
1
3

[(yI � b0x I ) + (yC � b0xC ) + (yD � b0xD )]

De nuevo, comolos puntos centrales est�an basadosen la mediana,a0 esresistente.
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El ajuste de una recta en t�erminos de pendiente e intercepci�on es convencional, pero
usualmente arti�cial. La intercepci�on, que da el valor de y cuando x = 0, puede ser
determinadade forma imprecisa,especialmente cuandolos valoresde x est�an todosmuy
alejadosdel cero y el cero esun valor sin sentido en el rango de las x. Ajustar la recta
en t�erminosde pendiente y un valor central de las x, comola media, la medianao xC , es
mucho m�as �util. NosotrosescogeremosxC por convenienciay entoncesla recta inicial es

y = a�
0 + b0(x � xC )

dondeb0 esla de antes y el valor central (tambi�en llamado nivel) es

a�
0 =

1
3

[(yI � b0(x I � xC )) + yC + (yD � b0(xD � xC ))]

Como ahora explicaremos,esta recta se toma como punto de partida para ajustar una
mejor con iteracionessucesivas.

7.1.3. Ajuste de los residuos e iteraciones

Una vezquehemosobtenido la pendiente y el nivel de la recta ajustada, el siguiente paso
escalcular los residuospara cadapunto

r i = yi � [a� + b(x i � xC )]

Los gr�a�cos de los residuosson muy �utiles en la evaluaci�on del ajuste y para descubrir
patronesdecomportamiento inesperados.Peroahora,demomento, resaltaremosuna pro-
piedadgeneralde todo conjunto de residuos,en nuestroproblemaactual o en situaciones
m�as complejas:

Si substituimos los valoresoriginalesde y por los residuos,esdecir, si utiliza-
mos(x i ; r i ) en lugar de (x i ; yi ), i = 1; : : : ; n y repetimos el procesode ajuste,
llegaremosa un ajuste cero.

Para una linea recta estosigni�ca que,con lospuntos (x i ; r i ); i = 1; : : : ; n comodatos,ob-
tendremosuna pendiente ceroy un nivel cero.En otras palabras,losresiduosno contienen
m�as aportaci�on a la recta ajustada.
Una importante caracter��stica de los procedimientos resistentes es que habitualmente
requiereniteraciones.Es el casode la recta resistente de los tres grupos.Los residuosde
la recta con la pendiente b0 y el nivel a�

0 no tienen pendiente y nivel cerocuandohacemos
el ajuste de la recta con las mismasx i , aunque los nuevos valoresde pendiente y nivel
sonsubstancialmente menores(en magnitud) queb0 y a�

0. Por estaraz�on, pensaremosen
b0 y a�

0 comolos valoresiniciales de una iteraci�on.
El ajuste a una recta de los residuosobtenidoscon la recta inicial da unosvalores� 1 y 
 1

a la pendiente y el nivel, respectivamente. En concreto,utilizaremos los residuosiniciales

r (0)
i = yi � [a�

0 + b0(x i � xC )]; i = 1; : : : ; n

en lugar de los yi y repetiremoslos pasosdel procesode ajuste. Como el conjunto de los
x i no ha cambiado, los tres grupos y las medianasde los x en los puntos centrales ser�an
los mismos.
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Cuadro 7.1: Edad y altura de unosni~nosen una escuelaprivada.
Ni~no Edad Altura

(meses) (cm)
1 109 137,6
2 113 147,8
3 115 136,8
4 116 140,7
5 119 132,7
6 120 145,4
7 121 135,0
8 124 133,0
9 126 148,5
10 129 148,3
11 130 147,5
12 133 148,8
13 134 133,2
14 135 148,7
15 137 152,0
16 139 150,6
17 141 165,3
18 142 149,9

Fuente: B.G. Greenberg (1953). \The useof analysisof covarianceand balan-
cing in analytical studies", American Journal of Public Health, 43, 692-699
(datos de la tabla 1, p�ag. 694).

La pendiente y el nivel ajustadossonb0 + � 1 y a�
0 + 
 1 y los nuevos residuos

r (1)
i = r (0)

i � [
 1 + � 1(x i � xC )]; i = 1; : : : ; n

Ahora podemosavanzar con otra iteraci�on. En generalno sabremossi hemosconseguido
un conjunto apropiadode residuos,hasta que veri�quemos el ajuste cero.En la pr�actica
continuaremos las iteraciones hasta que el ajuste de la pendiente sea su�cientemente
peque~no en magnitud, del orden del 1% o del 0;01% del tama~no de b0. Cada iteraci�on
a~nadesu pendiente y su nivel a los valoresprevios

b1 = b0 + � 1; b2 = b1 + � 2; : : :

y
a�

1 = a�
0 + 
 1; a�

2 = a�
1 + 
 2; : : :

Las iteracionessonnormalmente pocasy los c�alculosno muy largos.

Ejemplo 7.1.1

En una discusi�on en 1953,Greenberg consider�o los datosdeedady altura dedosmuestras
de ni~nos, una de una escuelaprivada urbana y la otra de una escuelap�ublica rural. En
la tabla 7.1 se reproducen los datosde los 18 ni~nos de la escuelaprivada.
Aunque los datos no siguen claramente una linea recta, su patr�on no es notablemente
curvado y el ajuste a una linea puede resumir c�omo la altura y crece con la edad x en
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estegrupo de ni~nos. S�olo los ni~nos 13 y 17 tienen puntosmuy separadosy veremosc�omo
in
uyen en el conjunto. Dadoque18esdivisiblepor 3 y los datosx no tienen repeticiones,
cada grupo contiene seispuntos. Los puntos centralesde cada grupo son

(x I ; yI ) = (115;50; 139;15)

(xC ; yC ) = (127;50; 147;90)

(xD ; yD ) = (138;00; 150;25)

de forma queel valor inicial de la pendientees

b0 =
150;25� 139;15
138;00� 115;50

= 0;4933

y el valor inicial del nivel

a�
0 =

1
3

[(139;15� 0;4933(115;5� 127;5))+ 147;9+ (150;25� 0;4933(138� 127;5))] = 146;0133
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Figura 7.2: Altura versusedadpara los ni~nosde una escuelaprivada.

Los datosde la tabla 7.2 est�an ya ordenadosen funci�on de los valores de x = Edad y se
han calculadolos residuosde la recta inicial.
Para ver c�omo van las iteraciones,calcularemoslos primeros ajustesde la pendiente y
del nivel

� 1 =
� 1;0500� 0;5367
138;00� 115;50

= � 0;0705


 1 = � 0;1519

Notemosque� 1 es sustancialmentemenor en magnitud queb0, pero todav��a no es negli-
gible. Dos iteracionesm�as nos proporcionan unos valores para los que el proceso puede
parar: � 3 = � 0;0006es menor queun 1% de la pendienteacumulada.
La recta ajustadaes

y = 145;8643+ 0;4285(x � 127;5)

La �gur a 7.3 representalos residuosde esteajuste. En general, el aspecto global es bas-
tante satisfactorio. S�olo los dos puntos destacados, el del ni~no 13 y el del ni~no 17, se
separan muchoy son at��picos. Tambi�en hay tresresiduosdemasiadonegativospara ni~nos
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Cuadro 7.2: Edad y altura de los ni~nosen los tres grupos y residuosde la recta inicial

Ni~no Edad Altura Residuo
(meses) (cm)

1 109 137;6 0;7133
2 113 147;8 8;9400
3 115 136;8 � 3;0467
4 116 140;7 0;3600
5 119 132;7 � 9;1200
6 120 145;4 3;0867

7 121 135;0 � 7;8067
8 124 133;0 � 11;2867
9 126 148;5 3;2267
10 129 148;3 1;5467
11 130 147;5 0;2533
12 133 148;8 0;0733

13 134 133;2 � 16;0200
14 135 148;7 � 1;0133
15 137 152;0 1;3000
16 139 150;6 � 1;0867
17 141 165;3 12;6267
18 142 149;9 � 3;2667
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Figura 7.3: Residuosde la altura versusedad,despu�esdel ajuste por la recta resistente.

que tienen alrededor de 120 meses.Si tuvi�eramos m�as informaci�on, podr��amos estudiar
porqu�e estosni~nos son demasiadoaltos o demasiadobajos para su edad. Por ejemplo,
podr��amos separar los ni~nos de las ni~nas.
En esteejemplohemosvisto c�omo dos puntos, hasta cierto punto inusuales,han tenido
muy poco efecto, si han tenido alguno,en el ajustegeneral delos datos.Una recta ajustada
por el m�etodo de los m��nimos cuadradoscorre mucho m�as riesgo de dejarse in
uenciar
por estospuntos. Para estosdatos la recta de regresi�on m��nimo-cuadr�atica es

y = 79;6962+ 0;5113x

o
y = 144;8853+ 0;5113(x � 127;5)

dondeobservamosc�omo los puntos5; 7; 8 y 17 han torcido la recta. Adem�as, si el valor de
y del punto 13 no fuera tan bajo, la recta m��nimo-cuadr�atica podr��a ser m�asempinada.En
todo caso,como la evaluaci�on del ajustesehace con los residuos,la �gur a 7.4 nosmuestra
los residuosm��nimo-cuadr�aticos con la edad. Aunque es bastante similar al anterior,
estegr�a�c o nos da la sensaci�on de una ligera tendenciaa la baja. Es decir, los residuos
m��nimo-cuadr�aticos resultar��an m�as horizontalessi elimin�aramosde ellos una recta con
una pendienteligeramentenegativa.
En este ejemplo la variabilidad de los residuosmerece m�as atenci�on que la diferencia
entre las pendientesde la recta de regresi�on m��nimo-cuadr�atica y la recta resistente.Por
ejemplo, la desviaci�on est�andar de los residuosm��nimo-cuadr�aticos es 6;8188y el error
est�andar de la pendientees 0;1621, sobre dosveces la diferencia entre las pendientes.
As�� hemosvisto, cualitativamente,c�omo algunosdatospueden afectar a la recta m��nimo-
cuadr�atica muchom�as quela recta resistente.En todo caso,cuandolos datosest�an razo-
nablementebien dispuestoslas dos l��neas son parecidas.

7.1.4. Mejora del m�eto do de ajuste

Para algunos conjuntos de datos, el procedimiento iterativ o explicado para ajustar la
recta resistente encuentra di�cultades. Los ajustes de la pendiente puedendecrecermuy
lentamente o, despu�esde unospocospasos,dejar de decrecery oscilar entre dosvalores.

129



-20

-10

0

10

20

100 110 120 130 140 150

Edad
R

es
id

u
o

s
M

C

Figura 7.4: Residuosm��nimo-cuadr�aticos versusedad.

Afortunadamente, una modi�caci�on elimina completamente estosproblemasy permite
que el n�umero de iteracionesseamucho m�as limitado.
La soluci�on propuesta por Johnstoney Velleman (1982) es un procedimiento iterativ o
para el c�alculo de la pendiente que asegurala convergenciahacia un valor �unico.
En el c�alculo de la pendiente en la j + 1 iteraci�on tenemos

� j +1 =
r (j )

D � r (j )
I

xD � x I

y esto ser�a 0 justamente cuandoel numerador r (j )
D � r (j )

I = 0. Es decir, lo que debemos
hacereshallar el valor de b que proporciona la misma medianaa los residuosdel grupo
derecho y del grupo izquierdo. M�as formalmente

� r (b) = rD (b) � r I (b)

muestra la dependenciafuncional de b y prescindedel n�umero de la iteraci�on. Buscamos
el valor de b que hace� r (b) = 0. Notemosque centraremos el procesoiterativ o en b y
dejaremosa para el �nal.
Empezaremospor calcular b0 como antes y calcularemos� r (b0) y � 1 como ya sabemos.
A continuaci�on calcularemos� r (b0 + � 1). Generalmente, � r (b0) y � r (b0 + � 1) tendr�an
signosopuestos,indicando queel valor deseadode b caeentre b0 y b1 = b0 + � 1. Si pasalo
contrario, cuando� r (b0) y � r (b0 + � 1) tienen el mismo signo,hacefalta seguir los pasos
desdeb0 y b1 = b0 + � 1 hasta quehallamosun b1 tal que � r (b1) tiene el signocontrario a
� r (b0).
En este punto tenemosun b0 con � r (b0) y un b1 con � r (b1) y sabemosque � r ha de
ser 0 para alg�un valor b entre b0 y b1. (Este hecho y que la soluci�on es �unica requieren
una demostraci�on formal que aqu�� no reproducimos.) As�� que podemoscontinuar por
interpolaci�on lineal

b2 = b1 � � r (b1)
b1 � b0

� r (b1) � � r (b0)

Cuando � r (b2) no es todav��a 0 (o su�cientemente cercade cero), hace falta repetir la
interpolaci�on con otro paso.Para hacer esto, consideraremosel intervalo que contiene b
utilizando b2 en lugar de b1 o de b0, el que tenga � r con el mismo signo que � r (b2). Y
as�� los pasosnecesarios.
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7.2. M �eto dos que dividen los datos en grup os

Otras t�ecnicasanteriores al m�etodo resistente de los tres grupos fueron propuestase
involucran la divisi�on de los datos en grupos.Algunos de estosm�etodosno pretendenser
una alternativa al m�etodo de los m��nimos cuadradosy fueron desarrolladospara ajustar
una recta \cuando ambasvariablesest�an sujetasa error".

M �eto do de Wald

Wald (1940) propuso dividir los datos en dos grupos de igual tama~no. Idealmente, los
valores te�oricos X i del primer grupo son menoresque los del segundo.En la pr�actica,
porque los valores de X i son desconocidos, agruparemoslos puntos en base a los x i

observados.
Supongamosque n es par y seam = n=2. Entonces,si asumimosque los valoresde x
est�an ordenadosen orden creciente, la pendiente propuestaes

bW =
(ym+1 + � � � + yn ) � (y1 + � � � + ym )
(xm+1 + � � � + xn ) � (x1 + � � � + xm )

Si xm+1 = xm , el m�etodo descartalos puntos con repetici�on en el centro.
El punto de intercepci�on es

aW = �y � bW �x

donde�y y �x sonlas mediastotales, de la mismaforma queen la recta m��nimo-cuadr�atica.

M �eto do de Nair y Shriv astava

Como una alternativa computacionalmente atractiva respecto al m�etodo de los m��nimos
cuadrados,Nair y Shrivastava (1942) introdujeron el m�etodo de las mediaspor grupo. Si
ordenamoslas x, podemosconsiderarun primer grupo con nI puntos, un segundogrupo
con nD puntos y descartamoslos n � nI � nD restantes. Los puntos resumende cada
grupo son las medias

�x I =
x1 + � � � + xn I

nI
�yI =

y1 + � � � + yn I

nI

�xD =
xn� nD +1 + � � � + xn

nD
�yD =

yn� nD +1 + � � � + yn

nD

y la pendiente y el punto de intercepci�on resultan de la recta que pasa por ( �x I ; �yI ) y
( �xD ; �yD )

bN S =
�yD � �yI

�xD � �x I

aN S = �yI � bN S �x I = �yD � bN S �xD

Para formar los grupos sepuedetomar nI = nD comoel entero m�as pr�oximo a n=3.

M �eto do de Bartlett

Bartlett (1949) modi�c�o los dosm�etodosanteriores con la propuesta

bB =
�yD � �yI

�xD � �x I

aB = �y � bB �x
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de forma que la recta pasapor el punto ( �x; �y).

Recta de Bro wn-Mo od

La propuestade Brown y Mood (1951) esun m�etodo diferente que utiliza la medianade
dos grupos. La pendiente bB M y el punto de intercepci�on aB M secalculan de forma que
la medianade los residuosen cadauno de los dosgrupos seacero:

mediana
x i � M x

f yi � aB M � bB M x i g = 0

mediana
x i >M x

f yi � aB M � bB M x i g = 0

La inclusi�on de la medianaM x en el primer grupo esarbitraria: el objetivo esque los dos
grupos seanmuy parecidosen su tama~no.
Para hallar los valoresefectivosseproponeun m�etodo iterativ o similar al de las secciones
anteriores.

7.3. M �eto dos que ofrecen resistencia

En la secci�on anterior hemosvisto que la recta resistente de los tres grupos no fue la
primera alternativa a la de los m��nimos cuadrados.Incluso la �ultima de las rectas pro-
puestas, la recta de Brown-Mood, ofrece tambi�en resistencia.Ahora acabaremosesta
breve descripci�on de t�ecnicasconalgunasqueproporcionancomom��nimo un cierto grado
de resistencia.Pero primero debemosde�nir una medida de resistencia.
Una delasatractivascaracter��sticasdela recta resistente delostres gruposessuhabilidad
para tolerar puntos \salvajes", esdecir,puntos quesoninusualesensuvalor x o ensuvalor
y o en ambos.Para medir estaresistenciaaplicaremosel conceptode colapso(breakdown)
introducido por Hampel (1971).

De�nici� on 7.3.1

El punto de colapso(breakdownbound) de un procedimiento para ajustar una recta a n
parejas de datosy-versus-x es la proporci�on k=n, dondek esel mayor n�umero de puntos
que pueden ser reemplazadosarbitrariamente mientras dejen la pendientey el punto de
intercepci�on delimitados.

En la pr�actica, podemos pensar en enviar puntos al in�nito al azar o en direcciones
problem�aticashastaquela pendiente y el punto de intercepci�on no lo puedantolerar m�as
y secolapsenyendo tambi�en ellos hacia el in�nito. Nos preguntamos cuan grande debe
ser una parte de los datos para que un cambio dr�astico no afectede forma considerable
la recta ajustada.
Est�a claro que la recta m��nimo-cuadr�atica tiene punto de colapsocero.
Dado que la recta resistente de los tres grupos usa la mediana dentro de cada grupo,
hallaremossu punto de colapsoen 1=3 vecesel punto de colapsode la medianade una
muestra ordinaria. La medianaesel valor central, entoncessu punto de colapsoes1=2,
de maneraque el punto de colapsode la recta resistente es1=6. A pesarde las diversas
posibilidadesde construcci�on de los tres gruposy el hecho quelos puntos salvajespueden
estar repartidos en los tres grupos, la idea esque1=6 eslo mejor quepodemosgarantizar
en la m�as desfavorable de las circunstancias.
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Residuos m��nimo-absolutos

Minimizar la sumade los residuosenvalor absolutotiene una historia casitan larga como
la del m�etodo de los m��nimos cuadrados.Para ajustar una recta hacefalta hallar bM A y
aM A que minimicen

nX

i =1

jyi � aM A � bM A x i j

Al contrario que para los m��nimos cuadrados,no hay una f�ormula para calcular bM A y
aM A . De hecho, la pendiente y el punto de intercepci�on puedenno ser �unicos.
Como la medianaesla medida que minimiza

nX

i =1

jyi � t j

hacefalta esperar que esteprocedimiento tenga un alto punto de colapso.Desgraciada-
mente, estecolapsoes0. La sumaqueseminimiza involucra tanto los valoresx i comolos
yi y as�� esposiblepensaren un punto (x i ; yi ) que tome el control de la recta.

Mediana de las pendien tes por parejas

Otra forma deaplicar la medianaal ajuste deuna recta consisteendeterminar, para cada
pareja de puntos, la pendiente y entoncescalcular la medianade estaspendientes. Con
m�as cuidado,supongamosque los x i son todosdiferentes, de�nimos

bij =
yj � yi

x j � x i
1 � i < j � n

que sonn(n � 1)=2 valores.La pendiente ajustada es

bT = Medf bij g

Este m�etodo esuna propuestade Theil (1950), mejoradapor Sen(1968), para manejar
las repeticionesde los x i .
Para deducir el punto de colapso,supongamosque exactamente k de los n puntos son
salvajes. Entoncesel n�umero de pendientes salvajes es

k(k � 1
2

+ k(n � k)

Si este n�umero es su�cientemente grande, bT quedar�a descontrolada. Para valores de
n grandes,podemosmultiplicar el n�umero de pendientes n(n � 1)=2 por 1=2, el punto
de colapsode la mediana,y igualar con la expresi�on anterior. Si resolvemosla ecuaci�on
planteadapara k, obtenemosun valor dek=n aproximadamente de0;29.Esto quieredecir
que el punto de colapsode bT es0;29.

Recta con medianas rep etidas

Para conseguirun alto punto de colapso,Siegel(1982) ide�o el m�etodo de las medianas
repetidas.
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Empezamoscon las pendientes por parejasdel m�etodo anterior, pero ahora tomaremos
las medianasen dospasos,primero en cadapunto y despu�espara todos

bM R = Med
i

f Med
j 6= i

f bij gg

En el primer pasosetoma la medianade las pendientes de n � 1 rectasque pasanpor el
punto (x i ; yi ) y en el segundopasosetoma la medianade estasn pendientes.
Para el punto de intercepci�on calcularemosai = yi � bM Rx i y entonces

aM R = Med
i

f ai g

Siegelprob�o queel punto de colapsode la recta con medianasrepetidas esesencialmente
1=2.

7.3.1. Discusi�on

Ahora que tenemosdiversosm�etodos con diferentes puntos de colapso,>c�omo podemos
elegir uno?
Una consideraci�on es el grado de resistenciaque una particular aplicaci�on pide. Otro
asunto es la precisi�on relativa de las pendientes estimadas,especialmente en muestras
peque~nas. Tambi�en es evidente que el tiempo de computaci�on es otro de los factoresa
tener en cuenta.
Finalmente, podemosdecir que la recta resistente de los tres grupos tiene un comporta-
miento su�cientemente buenoen los tres aspectosconsideradosy, por ello, esel m�etodo
resistente que hemosdestacado.
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Cap��tulo 8

Regresi�on lineal m �ultiple

8.1. El mo delo

De forma an�aloga al casode la regresi�on lineal simple, podemosconsiderarel modelo
lineal entre una variable aleatoria respuestaY y un grupo de k variables no aleatorias
x1; : : : ; xk explicativas o regresoras.
Si y1; : : : ; yn son n observacionesindependientes de Y, el modelo lineal de la regresi�on
m�ultiple sede�ne como

yi = � 0 + � 1x i 1 + � � � + � kx ik + � i i = 1; : : : ; n (8.1)

donde (x i 1; : : : ; x ik ) son los valores observados correspondientes a yi y se asumen las
consabidaship�otesisde Gauss-Markov sobrelos errores.
En notaci�on matricial, el modelo seescribe

Y = X � + �

dondeY = (y1; : : : ; yn )0, � = (� 0; � 1; : : : ; � k)0, � = (� 1; : : : ; � n )0 y la matriz de dise~no es

X =

0

B
B
B
@

1 x11 : : : x1k

1 x21 : : : x2k
...

...
...

1 xn1 : : : xnk

1

C
C
C
A

Sesuponeadem�as que rg(X ) = k + 1 = m coincidecon el n�umero de par�ametros.
Setrata de calcular el ajuste MC a un hiperplanok dimensional,donde� 0 esel punto de
intersecci�on del hiperplano con el eje y cuandox1 = x2 = � � � = xk = 0.
Las ecuacionesnormalessonX 0X � = X 0Y donde

X 0X =

0

B
B
B
B
B
@

n
P

x i 1
P

x i 2 : : :
P

x ikP
x2

i1

P
x i 1x i 2 : : :

P
x i 1x ikP

x2
i2 : : :

P
x i 2x ik

. . .
...P
x2

ik

1

C
C
C
C
C
A

X 0Y =

0

B
B
B
@

P
yiP

x i 1yi
...P
x ik yi

1

C
C
C
A

y cuya soluci�on son las estimaciones�̂ 0; �̂ 1; : : : ; �̂ k , sin ning�un problemade estimabilidad
ya que el modelo es de rango m�aximo. Adem�as, estasestimacionesson insesgadasy de
varianza m��nima.
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Las prediccionesde los valoresde Y dadaslas observacionesde las variables regresoras
x1; : : : ; xk son

bY = X b� = PY

esdecir
ŷi = �̂ 0 + �̂ 1x i 1 + � � � + �̂ kx ik i = 1; : : : ; n (8.2)

Tambi�en podemosconsiderarel modelo con las variablesregresorascentradas

Y = (1; Z)

0

B
B
B
@



� 1
...

� k

1

C
C
C
A

+ �

dondelas columnasde Z tienen media cero,esdecir, z(j ) = x (j ) � �x j 1 o

zij = x ij � �x j i = 1; : : : ; n j = 1; : : : ; k

Este modelo esequivalente al anterior con 
 = � 0 +
P

j �x j � j , pero su estimaci�on esm�as
sencillaporque

[(1; Z)0(1; Z)]� 1 =
�

1=n 0
0 (Z0Z)� 1

�

ya que Z01 = 0.
Entonces


̂ = �y (�̂ 1; : : : ; �̂ k)0 = (Z0Z)� 1Z0(Y � 1�y)

Si de�nimos la matriz sim�etrica de varianzas-covarianzas,aunquede forma convencional,
entre las variablesY; x1; : : : ; xk

S =
�

s2
y Sx y

Syx Sxx

�
= n� 1(Y � 1�y; Z)0(Y � 1�y; Z)

resulta
(�̂ 1; : : : ; �̂ k)0 = S� 1

xx Syx

Por todo ello, si consideramoslas mediasde los datos

�y = (1=n)
X

i

yi �x j = (1=n)
X

i

x ij j = 1; : : : ; k

8.2 seexpresatambi�en en la forma

ŷi � �y = �̂ 1(x i 1 � �x1) + � � � + �̂ k(x ik � �xk)

Finalmente, observemosque el par�ametro � j , j = 1; : : : ; k, indica el incremento en Y
cuandox j aumenta en una unidad manteni�endoseconstantes el resto de variablesregre-
soras.A vecesse les llama coe�cientes de regresi�on parcial porque re
ejan el efecto de
una variable regresoradada la presenciadel resto que permanececonstante.
Los residuosde la regresi�on son

e = Y � bY = (I � P)Y

queveri�can laspropiedadesquesehan explicadopara la regresi�on simpleen la p�agina94
(ver ejercicio6.4).

136



8.2. Medidas de ajuste

Como en la regresi�on simple, la evaluaci�on del ajuste del hiperplano de regresi�on a los
datos sepuedehacercon la varianza residualo estimaci�on MC de � 2.
La sumade cuadradosresidual es

SCR= e0e =
X

(yi � �̂ 0 � �̂ 1x i 1 � � � � � �̂ kx ik )2 = Y 0Y � Y 0X �̂

que tiene n � m gradosde libertad. As��, la estimaci�on centrada de la varianzadel dise~no
esel llamado error cuadr�atico medio

�̂ 2 = SCR=(n � m) = ECM

Su ra��z cuadrada �̂ , que tiene las mismas unidades que Y, es el error est�andar de la
regresi�on m�ultiple. Tambi�en aqu��, la varianzaresidualy el error est�andar dependende las
unidadesde la variable respuestay no son �utiles para comparardiversasregresiones.
En primer lugar, vamos a introducir el coe�ciente de correlaci�on m�ultiple de Y sobre
x1; : : : ; xk . El usodel t�ermino correlaci�on esconvencionalpuestoque las variablesregre-
sorasno son aleatorias.El coe�ciente se de�ne como la correlaci�on muestral entre Y e
Ŷ

r yx = corr(Y; Ŷ ) =
P

(yi � �y)( ŷi � �y)
[
P

(yi � �y)2
P

(ŷi � �y)2]1=2

ya que (1=n)
P

ŷi = �y.
El coe�ciente de correlaci�on m�ultiple r yx veri�ca 0 � r yx � 1 y esuna buenamedida del
ajuste de Y al modelo X � , pues

r yx = 1 =) kY � bY k = 0

El siguiente teorema, id�entico al teorema 6.2.1, justi�ca la de�nici�on del coe�ciente de
determinaci�on comomedida de ajuste.

Teorema 8.2.1

Las sumasde cuadradosasociadasa la regresi�on m�ultiple veri�can:

(i)
P

(yi � �y)2 =
P

(yi � ŷi )2 +
P

(ŷi � �y)2

(ii) r 2
yx =

P
(ŷi � �y)2

P
(yi � �y)2

(iii) SCR=
P

(yi � ŷi )2 = (1 � r 2
yx )Sy

Demostraci�on:
La descomposici�on en suma de cuadrados(i) se justi�ca de la misma forma que se ha
visto en el teorema6.2.1.Tambi�en sepuedever el ejercicio5.8.
El hecho fundamental esla ortogonalidad

(Y � bY )0bY = 0

puesel vector e = Y � bY = Y � X b� esortogonal a 
 = hX i , mientras que bY = X b� 2 

(ver teorema2.4.2y su interpretaci�on geom�etrica).
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Luego
X

(yi � �y)( ŷi � �y) =
X

(yi � ŷi + ŷi � �y)( ŷi � �y)

=
X

(yi � ŷi )( ŷi � �y) +
X

(ŷi � �y)2

=
X

(ŷi � �y)2

puesto que el primer sumandoes nulo. Teniendoen cuenta la de�nici�on de r yx , es f�acil
deducir (ii).
Finalmente, combinando (i) y (ii) obtenemos(iii). �
Como en 6.7, la descomposici�on (i) del teoremaanterior justi�ca la de�nici�on del coe�-
ciente de determinaci�on

R2 =
VE
VT

= 1 �
SCR
Sy

Tambi�en aqu��, estamedida del ajuste veri�ca 0 � R2 � 1 y coincidecon el cuadradodel
coe�ciente de correlaci�on m�ultiple

R2 = 1 �
(1 � r 2

yx )Sy

Sy
= r 2

yx

Sin embargo, el coe�ciente de correlaci�on m�ultiple r yx es una medida de la asociaci�on
lineal entre la variable respuestaY y las regresorasx = (x1; : : : ; xk) que, en estecaso,es
convencional.
Como R2 es la proporci�on de variabilidad explicadapor las variablesregresoras,resulta
quesi R2 t 1, entoncesla mayor parte de la variabilidad esexplicadapor dichasvariables.
Pero R2 es la proporci�on de la variabilidad total explicada por el modelo con todas las
variablesfrente al modeloy = � 0, demaneraqueun R2 alto muestraqueel modelomejora
el modelonulo y por tanto s�olo tiene sentido compararcoe�cientesdedeterminaci�on entre
modelosanidados(casosparticulares).
Adem�asun valor grandede R2 no necesariamente implica que el modelo lineal esbueno.
El coe�ciente R2 no mide si el modelo lineal esapropiado.Es posibleque un modelo con
un valor alto de R2 proporcione estimacionesy prediccionespobres, poco precisas.El
an�alisis de los residuosesimprescindible.
Tampoco est�a claro lo que signi�ca un valor \grande", ya que problemas en diversas
ciencias(f��sica, ingenier��a, sociolog��a,. . . ) tienen razonablemente criterios diferentes.
Por otra parte, cuandosea~nadenvariablesregresorasR2 crece,pero esono signi�ca que
el nuevo modelo seasuperior:

R2
nuevo = 1 �

SCRnuevo

Sy
� R2 = 1 �

SCR
Sy

) SCRnuevo � SCR

pero esposibleque

ECMnuevo =
SCRnuevo

n � (m + p)
� ECM =

SCR
n � m

luego,en estasituaci�on, el nuevo modelo ser�a peor. As��, comoR2 creceal a~nadir nuevas
variables regresoras,se corre el peligro de sobreajustar el modelo a~nadiendo t�erminos
innecesarios.El coe�ciente de determinaci�on ajustado penalizaesto.
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De�nici� on 8.2.1
Una medida del ajuste de la regresi�on m�ultiple a los datosesel coe�ciente de determina-
ci�on o proporci�on de variabilidad explicada

R2 =
VE
VT

= 1 �
SCR
Sy

Sin embargo, para corregir el peligro de sobreajuste se de�ne el coe�ciente de determina-
ci�on ajustado como

�R2 = 1 �
SCR=(n � m)

Sy=(n � 1)
= 1 �

n � 1
n � m

(1 � R2)

Cuando �R2 y R2 sonmuy distintos, el modelo ha sido sobreajustado y debemoseliminar
variableso t�erminos.

8.3. Inferencia sobre los coe�cien tes de regresi�on

Cuando asumimosla hip�otesis de normalidad sobre la distribuci�on de los errores � �
Nn (0; � 2I ), sededucela normalidad de la variable respuesta

Y � Nn (X � ; � 2I )

lo quenospermite utilizar lasdistribucionesasociadasa losestimadoresdelospar�ametros
que hemosestudiado.
En el cap��tulo de contraste de hip�otesisseha visto de varias formas (ver 5.10) que para
una funci�on param�etrica estimablea0�

a0b� � a0�
(�̂ 2 � a0(X 0X )� a)1=2

� tn� r

En nuestro caso,todas las funcionesparam�etricas sonestimablesya que r = k + 1 = m.
De modo que el estimador �̂ j veri�ca

�̂ j � � jp
ECM cj j

� tn� m (8.3)

dondecj j esel j -�esimoelemento de la diagonalde (X 0X )� 1 y �̂ 2 = SCR=(n � m) = ECM.
En consecuencia,los intervalos de con�anza de los coe�cientes de regresi�on � j con un
nivel de con�anza 100(1� � ) % son

�̂ j � tn� m (� ) � ee(�̂ j )

dondeee(̂� j ) =
p

ECM cj j .
En cuanto a los intervalosde con�anza para la respuestamediao los intervalosde predic-
ci�on para una respuestaconcreta,su deducci�on essimilar al casode la regresi�on simple.
Si x0 = (1; x01; : : : ; x0k)0 recogeuna observaci�on particular del conjunto de variables
regresoras,el intervalo decon�anza connivel 100(1� � ) % para la respuestamediaE[Y jx 0]
est�a centrado en su estimaci�on ŷ0 = x0

0
b�

ŷ0 � tn� m (� ) � (ECM x0
0(X 0X )� 1x0)1=2

ya que E(ŷ0) = x0
0� = E[Y jx0] y var(ŷ0) = � 2x0

0(X 0X )� 1x0.

139



Extrap olaci�on oculta

En la estimaci�on de la respuestamedia o la predicci�on de nuevas respuestasen un punto
(x01; : : : ; x0k) debemosser muy cuidadososcon la extrapolaci�on. Si �unicamente tenemos
en cuenta el producto cartesianode los recorridos de las variables regresoras,es f�acil
considerarla predicci�on para un punto quepuedeestar fuera de la nube de puntos con la
quehemoscalculadola regresi�on. Para evitar esteproblemadeberemosce~nirnos al menor
conjunto convexo que contiene los n puntos originalesy que recibe el nombre de casco
(hull) de las variablesregresoras(ver �gura 8.1).

x1

x2

-2 -1 0 1 2

-2
-1

0
1

2

Figura 8.1: Conjunto convexo para los puntos de dosvariablesregresoras

Si consideramosloselementos hii dela diagonaldela matriz proyecci�on P = X (X 0X )� 1X 0,
podemosde�nir hm�ax = m�axf h11; : : : ; hnn g y sepuedecomprobarque

x0(X 0X )� 1x � hm�ax

es un elipsoideque contiene al casco.No es el menor elipsoide,pero es el m�as f�acil de
calcular.
As�� pues, para evitar en lo posible la extrapolaci�on, podemoscomprobar en el punto
x0 = (1; x01; : : : ; x0k)0 si

x0
0(X 0X )� 1x0 < hm�ax

Con traste de signi�caci� on de la regresi�on

La hip�otesisde mayor inter�esesla a�rmaci�on de queY esindependiente de las variables
x1; : : : ; xk , esdecir

H0 : � 1 = � 2 = � � � = � k = 0 (8.4)

El An�alisisdela Varianzadel teorema5.3.1sepuedeaplicar al contraste dela signi�caci�on
conjunta de los coe�cientes de regresi�on puestoquesetrata de una hip�otesiscontrastable
del tip o H0 : A � = 0, donde

A =

0

B
B
B
@

0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0
...

...
...

...
0 0 0 : : : 1

1

C
C
C
A

rango A = k
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Si H0 es cierta, al igual que en 6.9, la estimaci�on del �unico par�ametro que quedaen el
modelo es�̂ 0jH = �y y la sumade cuadradosresidual es

SCRH =
X

(yi � �y)2 = Sy

que tiene n � 1 gradosde libertad.
La descomposici�on en sumade cuadradoses

Sy = SCR+ (SCRH � SCR)

esdecir X
(yi � �y)2 =

X
(yi � ŷi )2 +

X
(ŷi � �y)2

La tabla siguiente recogeesta descomposici�on y realiza el contraste de la hip�otesis.La
hip�otesisserechazasi F > Fk;n� k� 1(� ).

Fuente de gradosde sumade cuadrados
variaci�on libertad cuadrados medios F
Regresi�on k SCR = SCRH � SCR CMR CMR=ECM
Error n � k � 1 SCR ECM
Total n � 1 Sy

Cuadro8.1:Tabla del an�alisisdela varianzaparacontrastar la signi�caci�on dela regresi�on
m�ultiple

Teniendoen cuenta las f�ormulas del teorema8.2.1

SCRH � SCR= r 2
yx Sy

y deducimosuna expresi�on equivalente al estad��stico F

F =
r 2

yx

1 � r 2
yx

�
n � k � 1

k

que tambi�en sepresenta en forma de tabla.

Fuente de Gradosde Sumade F
variaci�on libertad cuadrados

Regresi�on k r 2
yx Sy

r 2
yx

1 � r 2
yx

�
n � k � 1

k
Residuo n � k � 1 (1 � r 2

yx )Sy

Total n � 1 Sy

Cuadro 8.2: Tabla del an�alisis de la varianza en regresi�on m�ultiple

Del mismomodo queen la secci�on 6.5 la hip�otesis8.4equivalea a�rmar queel coe�ciente
de correlaci�on m�ultiple poblacional es cero y se resuelve con el contraste asociado a la
tabla anterior.
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Signi�caci� on parcial

El contraste de signi�caci�on de un coe�ciente de regresi�on particular H 0 : � j = 0, para
un j �jo, seresuelve con el estad��stico 8.3 y la regi�on cr��tica

�
�
�
�
�

�̂ j

(ECM cj j )1=2

�
�
�
�
�

> tn� k� 1(� ) (8.5)

dondecj j esel j -�esimoelemento de la diagonalde (X 0X )� 1.
Aceptar estahip�otesissigni�ca que la variable regresorax j sepuedeeliminar del modelo.
Sin embargo,esprecisoactuar concuidadoya quesetrata de un contraste parcial porque
el coe�ciente �̂ j dependede todaslasotras variablesregresorasx i (i 6= j ). Es un contraste
de la contribuci�on de x j dada la presenciade las otras variablesregresorasen el modelo.
De forma general podemos estudiar la contribuci�on al modelo de un subconjunto de
las variables regresoras.Esto sepuedehacer mediante la descomposici�on de la suma de
cuadradosasociada a un contraste de modelos.
Consideremosel modelo lineal completo,dividido en dosgrupos de variablesregresoras,

Y = X � + � =
�
X 1 X 2

�
�

� 1

� 2

�
+ �

dondeX 1 esn � (m � p) y X 2 esn � p.

Para este modelo, la estimaci�on de los par�ametros es b� = (X 0X )� 1X 0Y y la suma de
cuadradosde la regresi�on es

SCR(� ) = SCRH � SCR= Y 0Y � (Y 0Y � b�
0
X 0Y ) = b�

0
X 0Y

con m gradosde libertad. Esto es as�� porque la hip�otesisconsideradaes H 0 : � = 0 y,
bajo estahip�otesis,SCRH = Y 0Y .
Para hallar la contribuci�on de los t�erminosde � 2 en la regresi�on, podemosconsiderarla
hip�otesisH0 : � 2 = 0 que es equivalente al modelo reducido Y = X 1� 1 + � . Bajo esta
hip�otesis,la estimaci�on de los par�ametrosesb� 1 = (X 0

1X 1)� 1X 0
1Y y la sumade cuadrados

de la regresi�on
SCR(� 1) = b�

0

1X 0
1Y

con m � p gradosde libertad.
Luegola sumadecuadradosdela regresi�on debidaa � 2, dadoque� 1 est�a ya enel modelo,
es

SCR(� 2j� 1) = SCR(� ) � SCR(� 1)

con m � (m � p) = p gradosde libertad.
ComoSCR(� 2j� 1) esindependiente de SCR, la hip�otesisH0 : � 2 = 0 sepuedecontrastar
con el estad��stico

SCR(� 2j� 1)=p
ECM

� Fp;n� m

que se puedellamar una F parcial, puesmide la contribuci�on de X 2 considerandoque
X 1 est�a en el modelo.
Por ejemplo, la suma de cuadradosde la regresi�on SCR(� j j� 0; � 1; : : : ; � j � 1; � j +1 ; : : : ; � k)
para 1 � j � k esel crecimiento en la sumade cuadradosdebido a a~nadir x j al modelo
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que ya contiene todas las otras variables, como si fuera la �ultima variable a~nadida al
modelo. El contraste esequivalente al contraste 8.5.
Estos contrastes F parcialesjuegan un papel muy importante en la b�usquedadel mejor
conjunto de variables regresorasa utilizar en un modelo. Por ejemplo, en el modelo
parab�olico Y = � 0 + � 1x + � 2x2 + � estaremosinteresadosen SCR(� 1j� 0) y luego en
SCR(� 2j� 0; � 1) que esla contribuci�on cuadr�atica al modelo lineal simple.
En el modelo Y = � 0 + � 1x1 + � 2x2 + � 3x3 + � , la descomposici�on en sumade cuadrados
es

Sy = SCR(� 1; � 2; � 3j� 0) + SCR

pero

SCR(� 1; � 2; � 3j� 0) = SCR(� 1j� 0) + SCR(� 2j� 0; � 1) + SCR(� 3j� 0; � 1; � 2)

= SCR(� 2j� 0) + SCR(� 1j� 0; � 2) + SCR(� 3j� 0; � 1; � 2)

= : : :

Sin embargo,hay queir concuidadoporqueestem�etodo no siempreproduceuna partici�on
de la sumade cuadradosde la regresi�on y, por ejemplo,

SCR(� 1; � 2; � 3j� 0) 6= SCR(� 1j� 2; � 3; � 0) + SCR(� 2j� 1; � 3; � 0) + SCR(� 3j� 1; � 2; � 0)

Un resultado interesante se tiene cuando las columnasde X 1 y X 2 son ortogonales,ya
que entonces

SCR(� 2j� 1) = SCR(� 2) SCR(� 1j� 2) = SCR(� 1)

Regi�on de con�anza y in terv alos simult �aneos

Del mismo modo que hemosexplicadoen 6.3.6,en regresi�on m�ultiple la regi�on con una
con�anza conjunta del 100(1� � ) % es

(b� � � )0X 0X (b� � � )
mECM

� Fm;n � m (� )

Los intervalossimult�aneospara los coe�cientes de la regresi�on sondel tip o

�̂ j � � � ee(̂� j )

para un conjunto de s coe�cientes entre los k + 1. Por ejemplo,el m�etodo de Sche� �e pro-
porciona los intervalossimult�aneos

�̂ j � (sFs;n� k� 1(� ))1=2 � ee(̂� j )

Losintervalossimult�aneosparaun conjunto des respuestasmediasa lospuntosx 01; : : : ; x0s

son
ŷx 0j � �(ECM x0

0j (X
0X )� 1x0j )1=2

donde� = (sFs;n� k� 1(� ))1=2 por el m�etodo de Sche� �e.
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8.4. Coe�cien tes de regresi�on estandarizados

Es dif��cil compararcoe�cientes de regresi�on porquela magnitud de �̂ j re
eja las unidades
de medida de la variable regresora.Por ejemplo,en el modelo

Y = 5 + x1 + 1000x2

donde x1 se mide en litros y x2 en mililitros, aunque �̂ 2 = 1000 es mucho mayor que
�̂ 1 = 1, el efectosobreY esel mismo.
Generalmente, las unidadesde los coe�cientes de regresi�on son

unidades�̂ j =
unidadesY
unidadesx j

Por todo ello, frecuentemente esde gran ayuda trabajar con variablesestandarizadasque
producencoe�cientes de regresi�on sin dimensi�on. B�asicamente hay dos t�ecnicas:
Escala normal unidad

zij =
x ij � �x j

ŝj
i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; k

y�
i =

yi � �y
ŝy

i = 1; : : : ; n

donde

�x j =
1
n

nX

i =1

x ij ŝ2
j =

1
n � 1

nX

i =1

(x ij � �x j )2 ŝ2
y =

1
n � 1

nX

i =1

(yi � �y)2

El modelo es

y�
i = b0 + b1zi 1 + b2zi 2 + � � � + bkzik + � i i = 1; : : : ; n

dondelasvariablesregresorasy la variablerespuestatienenmediaceroy varianzamuestral
uno. La estimaci�on del modelo esbb = (b̂1; : : : ; b̂k)0 = (Z0Z)� 1Z0Y � y b̂0 = �y� = 0.
Escala longitud unidad

wij =
x ij � �x j

S1=2
j

i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; k

y0
i =

yi � �y

S1=2
y

i = 1; : : : ; n

donde

Sj =
nX

i =1

(x ij � �x j )2 Sy =
nX

i =1

(yi � �y)2

El modelo es
y0

i = b1wi 1 + b2wi 2 + � � � + bkwik + � i i = 1; : : : ; n

dondelas variablesregresorasy la variable respuestatienen media ceroy longitud
vu
u
t

nX

i =1

(wij � �wj )2 = 1
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y la estimaci�on de los par�ametrosesbb = (W 0W )� 1W 0Y 0.
Pero en estemodelo tenemos

W 0W = R xx =

0

B
B
B
@

1 r12 : : : r1k

r21 1 : : : r2k
...

...
. . .

...
r k1 r k2 : : : 1

1

C
C
C
A

dondeR xx esla matriz de correlacionesde las variablesregresorasya que

r ij =
P n

s=1 (xsi � �x i )(xsj � �x j )
(Si Sj )1=2

Tambi�en podemosconsiderarqueW 0Y 0 = R x y esel vector de correlacionesde las varia-
bles regresorascon la variable respuesta.Tambi�en aqu�� el t�ermino correlaci�on esconven-
cional.
En todo caso,como

Z0Z = (n � 1)W 0W

Z0Y � = (n � 1)W 0Y 0

las estimacionesde b = (b1; : : : ; bk)0 por ambos m�etodosson id�enticas.

De�nici� on 8.4.1

Se llaman coe�cientes de regresi�on estandarizadoslos quese obtienencomo soluci�on del
sistemade ecuaciones

b1 + r12b2 + � � � + r 1kbk = r1y

r21b1 + b2 + � � � + r 2kbk = r2y
...

...
...

...
r k1b1 + r k2b2 + � � � + bk = r ky

es decir
R xx b = R x y

donde R xx es la matriz de coe�cientes de correlaci�on entre las variables regresoras y
R x y = (r1y ; : : : ; r ky)0 el vector columna con los coe�cientes de correlaci�on entre las varia-
blesregresoras y la respuesta.

Los coe�cientes de regresi�on ordinarios sededucende las ecuaciones

�̂ j = b̂j

�
Sy

Sj

� 1=2

= b̂j
sy

sj
j = 1; : : : ; k

�̂ 0 = �y �
kX

j =1

�̂ j �x j

Adem�as,el coe�ciente de determinaci�on es

R2 = r 2
yx = b̂1r1y + b̂2r2y + � � � + b̂kr ky
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Algunos paquetesestad��sticos calculan ambos conjuntos de coe�cientes de regresi�on. En
alg�un caso,a los coe�cientes de regresi�on estandarizadosles llaman \b eta coe�cientes" lo
que para nosotrosesconfuso.
Finalmente se~nalaremosquedebemoscuidar las interpretacionespuestoquelos coe�cien-
tes estandarizadostodav��a sonparciales,esdecir, miden el efectode x j dada la presencia
de las otras variablesregresoras.Tambi�en b̂j est�a afectadopor el recorrido de los valores
de las variablesregresoras,de modo queespeligrosoutilizar b̂j para medir la importancia
relativa de la variable regresorax j .

Ejemplo 8.4.1

En un estudio sobre la incidencia que puede tener sobre el rendimiento en lenguajeY,
la comprensi�on lectora x1 y la capacidad intelectual x2, se obtuvieron datos sobre 10
estudiantestomadosal azar de un curso de b�asica (ver tabla 8.3).

Y x1 x2

3 1 3
2 1 4
4 3 7
9 7 9
6 8 7
7 7 6
2 4 5
6 6 8
5 6 5
8 9 7

Cuadro 8.3: Tabla de datos del rendimiento en lenguaje

La matriz de correlaciones,las medias y las desviacionest��picas son:

x1 x2 Y
x1 1 0;6973 0;8491 �x1 = 5;2 s1 = 2;82
x2 1 0;7814 �x2 = 6;1 s2 = 1;86
Y 1 �y = 5;2 sy = 2;44

Empezaremosplanteando el sistema

b1 + 0;6973� b2 = 0;8491

0;6973� b1 + b2 = 0;7814

cuya soluci�on es
b̂1 = 0;592 b̂2 = 0;368

Entonces
�̂ 1 = b̂1

sy

s1
= 0;512 �̂ 2 = b̂2

sy

s2
= 0;485

�̂ 0 = �y � �̂ 1 �x1 � �̂ 2 �x2 = � 0;424

La ecuaci�on de regresi�on es

y = � 0;424+ 0;512x1 + 0;485x2
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El coe�ciente de determinaci�on es

R2 = r 2
yx = b̂1 � 0;849+ b̂2 � 0;781= 0;791

y puede a�rmarse que hay una buena relaci�on entre el rendimiento en lenguaje y la
comprensi�on lectora y la capacidad intelectual.
Finalmente, para decidir sobre la hip�otesisH0 : � 1 = � 2 = 0 calcularemos

F =
r 2

yx

1 � r 2
yx

�
10� 3
3 � 1

= 13;22

con 2 y 7 gradosde libertad. As�� H0 puede ser rechazada,esdecir, la relaci�on anterior es
signi�c ativa.

8.5. Multicolinealidad

Cuandola matriz X no esde rangom�aximo, sabemosqueX 0X essingular y no podemos
calcularsuinversa.Ya sabemosquela soluci�on puedeserla utilizaci�on dealgunag-inversa,
aunqueello implica que la soluci�on de las ecuacionesnormalesno es�unica. En el casode
la regresi�on m�ultiple esdif��cil, aunqueno imposible,quealgunacolumnasealinealmente
dependiente de las dem�as. Si ocurriera esto dir��amos que existe colinealidad entre las
columnas de X . Sin embargo, el t�ermino colinealidad o multicolinealidad se re�ere al
caso,mucho m�as frecuente, de que la dependenciaentre las columnasno esexacta sino
aproximada, es decir, a la quasi-dependencialineal entre las variables regresoras.Esto
puedeprovocar problemasdecomputaci�on delospar�ametrosy enel c�alculodela precisi�on
de los mismos(ver Ap�endiceA.4).
Entre lasm�ultiples formasdedetecci�on dela multicolinealidad vamosa destacarel c�alculo
delosfactoresdein
aci�on dela varianza.Nosotroshemosvisto quela matriz devarianzas-
covarianzasde los estimadoresde los par�ametrosde un modelo lineal es

var(b� ) = � 2(X 0X )� 1

Si consideramosel modelo de regresi�on estandarizadopor la escalade longitud unidad,
la matriz de varianzas-covarianzasde los coe�cientes de regresi�on estandarizadoses

var(bb) = ~� 2R � 1
xx

donde ~� 2 esla varianza del error del modelo transformado.En particular, la varianza de
uno de los coe�cientes es

var(b̂j ) = ~� 2[R � 1
xx ]j j

donde [R � 1
xx ]j j es el j -�esimoelemento de la diagonal de la matriz. Estas varianzaspue-

den estar \in
adas" a causade la multicolinealidad que puedeser evidente a partir de
la observaci�on de los elementos no nulos fuera de la diagonal de R xx , es decir, de las
correlacionessimplesentre las variablesregresoras.

De�nici� on 8.5.1
Los elementosde la diagonalde la matriz R � 1

xx se llaman FIV o factores de in
aci�on de
la varianza ya que

var(b̂j ) = ~� 2FIV j
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Sedemuestra que
FIV j = (1 � R2

j )� 1

dondeR2
j esel coe�ciente de determinaci�on m�ultiple de la variable regresorax j con todas

las dem�as variablesregresoras.
El factor de in
aci�on de la varianza FIV j = 1 cuando R2

j = 0, es decir, cuando x j no
dependelinealmente del resto de las variables.Cuando R2

j 6= 0, entoncesFIV j > 1 y si
R2

j � 1, entonces FIV j es grande. As�� pues, el factor de in
aci�on de la varianza mide
el incremento que se produce en la varianza de los estimadoresde los coe�cientes de
regresi�on al comparardicha varianzacon la quedeber��an tener si las variablesregresoras
fuesenincorrelacionadas.
Cuando FIV j > 10 tenemosun grave problema de multicolinealidad. Algunos autores
pre�eren calcular la media de los FIV j y alertar sobrela multicolinealidad cuandodicha
media supera el n�umero 10.
Una de las posiblessolucionestras la detecci�on de multicolinealidad esla estimaci�on por
la regresi�on ridge (ver 4.3.1).

Ejemplo 8.5.1

Con los datosdel ejemplo8.4.1, la matriz de correlacionesR xx y su inversa son

R xx =
�

1;0000 0;6973
0;6973 1;0000

�
R � 1

xx =
�

1;9465 � 1;3574
� 1;3574 1;9465

�

y los factoresdein
aci�on dela varianzasonFIV 1 = 1;9465; FIV 2 = 1;9465, quecoinciden
naturalmentecuandok = 2.

8.6. Regresi�on polin�omica

Supongamosqueuna variable aleatoria Y seajusta a una variable de control x seg�un un
modelo polin�omico de grado m

yi = � 0 + � 1x i + � 2x2
i + � � � + � mxm

i + � i (8.6)

Observemosquesetrata deun modeloderegresi�on lineal m�ultiple deY sobrelasvariables
x1 = x; x2 = x2; : : : ; xm = xm . Para una regresi�on polin�omica de grado m, la matriz de
dise~no es

X =

0

B
B
B
@

1 x1 x2
1 : : : xm

1
1 x2 x2

2 : : : xm
2

...
...

...
...

1 xn x2
n : : : xm

n

1

C
C
C
A

Estos modelos se pueden aplicar cuando el analista sabe que efectoscurvil��neos est�an
presentes en la funci�on respuesta.Tambi�en se pueden utilizar como aproximacionesa
desconocidas, y posiblemente muy complejas,relacionesno lineales.As��, los polinomios
sepuedenconsiderarlos desarrollosde Taylor de la funci�on desconocida.
La regresi�on polin�omica sejusti�ca por el teoremade Weierstrass,el cual dice que toda
funci�on continua f (x) sepuedeaproximar por un polinomio Pm (x) de gradom adecuado.
Sepuedeprobar estapropiedaddesdeel punto de vista probabil��stico:
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Seaf (x) una funci�on continua en el intervalo (0; 1) y consideremos

Pn (x) =
nX

k=0

f (k=n)xk(1 � x)n� k

llamados polinomios de Bernstein. Entonces Pn (x) converge a f (x) cuando n ! 1 ,
uniformemente en x.
Comoencualquiermodelo lineal, la estimaci�on de lospar�ametrosderegresi�on sehacecon
las ecuacionesnormales.Sin embargo, hay varios problemasespecialesque sepresentan
en estecaso.

1) Es muy importante que el orden del polinomio sea tan bajo como sea posible.
Para utilizar polinomio de grado m > 2 se debe justi�car con razonesexternasa
los datos. Existen transformacionesde las variables,en particular de la respuesta,
que hacenque el modelo seade primer orden. Un modelo de orden bajo con una
variable transformadaescasisiemprepreferiblea un modelo de orden superior con
la m�etrica original. Setrata de mantener el principio de parsimonia o simplicidad
de los modelos.

2) Hay varias estrategiaspara elegir el grado del polinomio.

Selecci�on hacia adelante(forward selection): Se trata de ir ajustando modelosen
ordencreciente hastaqueel test t para el t�ermino demayor ordenesno signi�cativ o
(� = 0;1).

Selecci�on hacia atr�as (backward selection): Se trata de ajustar un modelo de alto
orden e ir eliminando t�erminossi no sonsigni�cativ os para el test t (� = 0;1).

Ambos m�etodos no necesariamente conducenal mismo modelo. En todo caso,hay
que recordarel consejoanterior y tratar con modelosde orden doso muy bajo.

3) Debemos ser muy cuidadososcon la extrapolaci�on (ver p�agina 140), ya que las
consecuenciaspuedenser ruinosas.

4) Cuando el orden del polinomio esalto, la matriz X 0X est�a mal condicionada(ver
ap�endiceA.4 y secci�on 8.5). Esto provoca problemasgravespara el c�alculo de los
coe�cientes de regresi�on y de�ciencias en la precisi�on de los mismos.En Seber [65]
p�ag.214seve un ejemploenel quevariacionesdel ordende10� 10 enX 0Y producen
variacionesdel orden de 3 en los elementos de b� .

De hecho, los modelosde regresi�on polin�omicosest�an notablemente mal condicio-
nadoscuandoel gradoesmayor que5 o 6, particularmente si los valoresde x est�an
igualmente espaciados.

5) Si los valores de x tienen un recorrido muy estrecho, esto puede conducir a la
multicolinealidad entre las columnasde X . Por ejemplo, si x var��a entre 1 y 2, x2

var��a entre 1 y 4, lo que puedeprovocar una fuerte dependenciaentre los datos de
x y x2.

Para reducir el efectono esencialde la mala condici�on de los modelosde regresi�on po-
lin�omicossedeben centrar las variablesregresoras.Adem�assepuedenutilizar polinomios
de Tchebychev o, mejor, polinomiosortogonales.
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La utilizaci�on de polinomiosde Tchebychev consisteen considerarel modelo

yi = 
 0T0(x i ) + 
 1T1(x i ) + � � � + 
 mTm (x i ) + � i

donde Tj (x) es un polinomio de Tchebychev de grado j . Estos polinomios se generan
mediante la relaci�on de recurrencia

Tj +1 (x) = 2xTj (x) � Tj � 1(x)

Tomandoinicialmente
T0(x) = 1 T1(x) = x

seobtienen

T2(x) = 2x2 � 1

T3(x) = 4x3 � 3x

T4(x) = 8x4 � 8x2 + 1
...

El campo de variaci�on de x debe \normalizarse" adecuadamente entre � 1 y 1 mediante
un cambio de variable. Esto sehaceen favor de la estabilidad num�erica.
Los polinomiosde Tchebychev tienen propiedadesmuy interesantes quesugierenque,pa-
ra valoresdex razonablemente espaciados,la matriz del modelo eX tiene columnasqueson
aproximadamente ortogonales,de forma que la matriz eX 0eX tiene los elementos de fuera
de la diagonal bastante peque~nos y generalmente est�a bien condicionada.As�� pues,un
procedimiento de c�alculo de regresi�on polin�omicaconsisteen usar polinomiosde Tcheby-
chev junto con un m�etodo de descomposici�on ortogonal de la matriz de dise~no, como el
algoritmo QR.

8.6.1. Polinomios ortogonales

El replanteamiento del modelo8.6 mediante polinomiosortogonalespermite una soluci�on
sencillade los problemasnum�ericosmencionados.
Consideremosahora el modelo

yi = 
 0� 0(x i ) + 
 1� 1(x i ) + � � � + 
 m � m (x i ) + � i (8.7)

donde� j (x i ) esun polinomio de grado j en x i (j = 0; 1; : : : ; m). Supongamosque los m
polinomiossonortogonales,esdecir,

nX

i =1

� j (x i )� j 0(x i ) = 0 8j 6= j 0 (8.8)

El modelo lineal esentonces
Y = eX 
 + �

donde

eX =

0

B
B
B
@

� 0(x1) � 1(x1) : : : � m (x1)
� 0(x2) � 1(x2) : : : � m (x2)

...
...

...
� 0(xn ) � 1(xn ) : : : � m (xn )

1

C
C
C
A
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Entonces,debido a la ortogonalidad, tenemosque

eX 0eX =

0

B
B
B
@

P
� 2

0(x i ) 0 : : : 0
0

P
� 2

1(x i ) : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : :

P
� 2

m (x i )

1

C
C
C
A

y la soluci�on de las ecuacionesnormaleses


̂ j =
P

i � j (x i )yiP
i � 2

j (x i )
j = 0; 1; : : : ; m

lo queescierto para toda m. La estructura ortogonal de eX implica queel estimadorMC
de 
 j (j � m) esindependiente del grado m del polinomio, lo que esuna propiedadmuy
deseable.
Como � 0(x) esun polinomio de grado cero,si tomamos� 0(x) = 1 tendremos
̂ 0 = �y.
La sumade cuadradosresidual esentonces

SCR(m) =
X

(yi � �y)2 �
mX

j =1

(
X

i

� 2
j (x i )) 
̂ 2

j (8.9)

cantidad que indicaremospor Q(m).
En efecto:

ŷi =
mX

j =0

� j (x i )
̂ j siendo �y = � 0(x i )
̂ 0

Aplicando (i) de 8.2.1 tenemos

SCR(m) =
X

i

(yi � ŷi )2 =
X

i

(yi � �y)2 �
X

i

(ŷi � �y)2

siendoahora
X

i

(ŷi � �y)2 =
X

i

(
mX

j =1

� j (x i )
̂ j )2

Por otra parte

(
mX

j =1

� j (x i )
̂ j )2 =
X

j

X

j 0

� j (x i )
̂ j � � j 0(x i )
̂ j 0

y sumandorespecto de i tenemos,considerando8.8,
X

i

(ŷi � �y)2 =
X

j

X

j 0


̂ j 
̂ j 0(
X

i

� j (x i )� j 0(x i ))

=
mX

j =1


̂ 2
j (

nX

i =1

� 2
j (x i ))

lo que demuestra 8.9.

Existen diversosprocedimientos para generarpolinomios ortogonales(Fisher, Forsythe,
Hayes,etc.).
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En el casoparticular que los valoresde x seanigualmente espaciadospodemostransfor-
marlos de maneraque

x i = i � 1
2(n + 1) i = 1; 2; : : : ; n

Entoncessepuedeconsiderarel siguiente sistemade polinomiosortogonales

� 0(x) = 1

� 1(x) = � 1x

� 2(x) = � 2(x2 � 1
12(n2 � 1))

� 3(x) = � 3(x3 � 1
20(3n2 � 7)x)

...

donde las � j seeligende forma que los valoresde � j (x i ) seanenteros. Estos polinomios
seencuentran tabuladospara varios valoresde n.

8.6.2. Elecci�on del grado

Un aspecto importante de la regresi�on polin�omica es la elecci�on del grado m adecuado.
El contraste de hip�otesis

H0 : m = m0

H1 : m = m1 > m0
(8.10)

equivalea plantear una regresi�on polin�omicadegradom y entoncesestablecerla hip�otesis
lineal

H0 : � m0+1 = � � � = � m1 = 0

sobreel modelo8.6,o bien, utilizando el modeloequivalente 8.7ent�erminosdepolinomios
ortogonales

H0 : 
 m0+1 = � � � = 
 m1 = 0

Las sumasde cuadradosresidualesson

SCR= Q(m1) SCRH = Q(m0)

Teniendoen cuenta 8.9 resulta

SCRH � SCR= Q(m0) � Q(m1) =
m1X

j = m0+1

(
nX

i =1

� 2
j (x i )) 
̂ 2

j

Entonces,para contrastar H0 : m = m0 frente H1 : m = m1, calcularemosel estad��stico

F =
(Q(m0) � Q(m1))=(m1 � m0)

Q(m1)=(n � m1 � 1)
(8.11)

cuya distribuci�on, bajo H0, esuna F con m1 � m0 y n � m1 � 1 gradosde libertad.
La estrategiapara elegir el grado puedeser mediante elecci�on descendente o elecci�on as-
cendente. En el primer casoempezamospor el gradoquesesuponem�aximo. Supongamos,
por ejemplo,que m = 5. Entoncessecontrasta m = 4 frente a m = 5. Si el test F no es
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signi�cativ o, secontrasta m = 3 con m = 4, y as�� sucesivamente. El procesoesel inverso
en el casode elecci�on ascendente.
Tambi�en es �util tener en cuenta que un descensoimportante de la suma de cuadrados
residual Q(m) al pasarde grado k a grado m, esun indicio de que el grado esm.
Finalmente, si disponemosde ni observacionesyi 1; : : : ; yin i para cadavalor de la variable
de control x i i = 1; : : : ; p, una vez elegidoel grado m, podemosanalizar la validez del
modelo planteando el contraste

H0 : yih = Pm (x i ) + � ih

H1 : yih = g(x i ) + � ih

donde g(x) es una funci�on desconocida de x. La hip�otesis nula signi�ca a�rmar que
g(x) = Pm (x) esun polinomio de grado m en x. Tenemosentonces(v�ease6.12):

SCR=
X

i;h

(yih � �yi )2 = ns2
y(1 � �̂ 2) n � p g.l.

SCRH = Q(m) = ns2
y(1 � r 2

yx ) n � m � 1 g.l.

donder yx esla correlaci�on m�ultiple de Y sobrex; x2; : : : ; xm (ver teorema8.2.1). Calcu-
laremosentoncesel estad��stico

F =
(�̂ 2 � r 2

yx )=(p � m � 1)

(1 � �̂ 2)=(n � p)

y aceptaremosel ajuste polin�omico de grado m si estaF no essigni�cativ a.

Ejemplo 8.6.1

Se dispone de la respuestaa un test de conducta de dos grupos de ratas, uno control y
otro experimental, para diez observacionesrealizadascada tresd��as desdeel d��a 47 al d��a
74 de vida (ver tabla 8.4).

dia grupo control grupo experimental

47 25;7 34;1
50 20;1 24;9
53 16;2 21;2
56 14;0 23;3
59 21;3 22;0
62 20;3 30;9
65 28;4 31;4
68 23;5 26;5
71 16;8 23;0
74 9;9 17;2

Cuadro 8.4: Datos del test de conductaa dosgrupos de ratas

El modelo considerado hace depender la variable conducta (medida mediante el test) del
tiempo t seg�un una funci�on polin�omica

var. obs.= polinomio de grado m en t + error , y = Pm (t) + �
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Para determinar el grado del polinomio al cual se ajustan los valores experimentalesse
plantea la hip�otesis8.10 quese resuelvemediante el test F 8.11.
Losresultados,obtenidosseg�un el m�etodo delos polinomios ortogonales,sonlos siguientes

grupo control g.l. grupo experimental g.l.

Q(0) = 273;87 9 Q(0) = 249;99 9
Q(1) = 249;22 8 Q(1) = 216;12 8
Q(2) = 233;52 7 Q(2) = 213;15 7
Q(3) = 41;61 6 Q(3) = 37;80 6
Q(4) = 41;52 5 Q(4) = 27;10 5

Observemosquehay un fuerte descensode la sumade cuadradosresidualQ(m) al pasar
de grado 2 a grado 3, indicio de que los datos experimentalesse ajustan a un polinomio
de grado 3.
Las F obtenidasson:

contraste grupo control grupo experimental

0 v.s. 1 F = 0;79 (n.s.) F = 1;25 (n.s.)
0 v.s. 2 F = 0;60 (n.s.) F = 0;60 (n.s.)
0 v.s. 3 F = 11;16 (p < 0;01) F = 11;23 (p < 0;01)
1 v.s. 3 F = 14;97 (p < 0;01) F = 14;25 (p < 0;01)
2 v.s. 3 F = 27;67 (p < 0;01) F = 27;83 (p < 0;01)
3 v.s. 4 F = 0;01 (n.s.) F = 1;98 (n.s.)

Efectivamente,tanto losdatosdelgrupo control comolosdelgrupo experimental seajustan
a un polinomio de grado 3 (ver Figura 8.2).
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Figura 8.2: Gr�a�co de los dosgrupos de ratas

El modelo es:
grupo control (� )

yi = 1929;24� 97;86t i + 1;654t2
i � 0;0092t3

i + � i

grupo experimental (� )

yi = 1892;28� 94;94t i + 1;593t2
i � 0;0088t3

i + � i
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8.7. Comparaci� on de curv as exp erimen tales

8.7.1. Comparaci� on global

Si dos curvas experimentales se ajustan bien a modelosde formulaci�on matem�atica di-
ferente (por ejemplo, dos polinomios de distinto grado) hay que aceptar que las curvas
experimentales sondistintas.
Si las doscurvas sonpolinomiosdel mismo grado

y1 = Pm (x) + �

y2 = �Pm (x) + �

la comparaci�on seexpresaplanteando el siguiente contraste de hip�otesis

H0 : Pm (x) = �Pm (x)

H1 : Pm (x) 6= �Pm (x)
(8.12)

que implica la hip�otesislineal

H0 : � i = �� i i = 0; 1; : : : ; m

an�alogaa
H0 : 
 i = �
 i i = 0; 1; : : : ; m (8.13)

si utilizamos el modelo planteado mediante polinomiosortogonales(ver 8.7).
SeanSCR1 = Q1(m), SCR2 = Q2(m) las sumasde cuadradosresidualespara cadacurva
y SCR = SCR1 + SCR2 la suma de cuadradosresidual del modelo conjunto construido
mediante la uni�on de los dosmodelos.
La construcci�on del modelo conjunto ess�olo posiblesi los dos modelosposeenvarianzas
iguales.Por estemotivo, es necesarioplantear previamente el test de homogeneidadde
varianzas

H0 : � 2
1 = � 2

2

H1 : � 2
1 6= � 2

2

que seresuelve mediante el estad��stico

F =
SCR1=(n1 � m � 1)
SCR2=(n2 � m � 1)

(8.14)

cuya distribuci�on si H0 escierta esuna F con n1 � m � 1 y n2 � m � 1 g.l..
Si aceptamosla igualdad de varianzas,podemosresolver 8.13mediante el estad��stico

F =
(SCRH � SCR1 � SCR2)=(m + 1)

(SCR1 + SCR2)=(n1 + n2 � 2m � 2)
(8.15)

que bajo H0 sigue una F con m + 1 y n1 + n2 � 2m � 2 g.l.. La suma de cuadrados
SCRH = Q12(m) es la suma de cuadradosresidual bajo H0, es decir, considerandoque
las dos curvas son igualesy que en consecuenciatodos los datos seajustan a un mismo
polinomio de grado m.
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8.7.2. Test de paralelismo

La hip�otesislineal de que las curvas sonparalelasseplantea de la siguiente forma

H0 : � i = �� i i = 1; : : : ; m

o bien, si nos referimosa 8.7

H0 : 
 i = �
 i i = 1; : : : ; m (8.16)

Es decir, las curvas di�eren �unicamente respecto a la ordenadaen el origen.
Esta hip�otesistiene generalmente inter�escuandoserechazaH0 de 8.12.Seresuelve me-
diante el estad��stico

F =
(SCR�

H � SCR1 � SCR2)=m
(SCR1 + SCR2)=(n1 + n2 � 2m � 2)

(8.17)

cuya distribuci�on sigueuna F con m y n1 + n2 � 2m � 2 g.l. cuando H0 es cierta. La
sumade cuadradosSCR�

H esla sumade cuadradosresidual bajo H0 que suponeaceptar
la existenciade doscurvas distintas pero paralelas.

Ejemplo 8.7.1

En el ejemplo8.6.1 hemosajustado los datos del grupo control y del grupo experimental
a dospolinomios de grado 3.
>Podemosaceptar queen realidad los dospolinomios son iguales?Esta pregunta equivale
a plantear la hip�otesislineal 8.13. Para resolverlaesnecesario realizar previamenteel test
de homogeneidadde varianzasutilizando 8.14

F =
41;61=(10 � 3 � 1)
37;80=(10 � 3 � 1)

= 1;10

con 6 y 6 g.l. (no signi�c ativa).
Pasamospuesa contrastar 8.13 mediante el estad��stico 8.15. La suma de cuadradosre-
sidual bajo H0 es SCRH = Q12(3) = 249;06

F =
(249;06� 41;61� 37;80)=(3 + 1)
(41;61+ 37;80)=(10+ 10� 6 � 2)

= 6;41

con 4 y 12 g.l. quees signi�c ativa (p < 0;01). Debemosaceptar en consecuencia que las
doscurvas son diferentes(la conductade los individuos del grupo control es diferente de
la conductade los individuos del grupo experimental).
No obstante,podemospreguntarnossi las doscurvasson paralelasy plantear la hip�otesis
lineal 8.16 queresolveremosutilizando el estad��stico 8.17. La sumade cuadradosresidual
bajo H0 es ahora SCR�

H = Q�
12 = 82;59

F =
(82;59� 41;61� 37;80)=3

(41;61+ 37;80)=(10+ 10� 6 � 2)
= 0;16

con 3 y 12 g.l. (no signi�c ativa). Podemosentonces aceptar que las dos curvas experi-
mentalesson paralelas. La interpretaci�on en t�erminos de la conducta podr��a realizarse
conociendo con m�as precisi�on el planteamiento del problema.
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8.8. Ejemplos con R

Vamosa utilizar los datosdel ejemplo8.4.1sobreel lenguaje. Las siguientes instrucciones
permiten introducir los datos y dibujar los diagramas de dispersi�on dos a dos de las
variablesdel ejemplo(ver �gura 8.3).

y

2 4 6 8

2
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6
8

2
4

6
8

x1

2 4 6 8 3 4 5 6 7 8 9

3
4

5
6

7
8

9

x2

Figura 8.3: Diagramasde dispersi�on dos a dos entre la variable respuestay las variables
explicativas del ejemplo8.4.1

> y<-c(3,2,4,9,6,7,2,6,5,8)
> x1<-c(1,1,3,7,8,7,4,6,6,9)
> x2<-c(3,4,7,9,7,6,5,8,5,7)
> exp<-cbind(x1,x2)
> lenguaje.datos<-data.frame(y,exp)
> par(pty="s")
> pairs(lenguaje.datos)

El siguiente pasoescalcular el modelo de regresi�on lineal m�ultiple que permita predecir
los valoresde Y en funci�on de las variablesexplicativas x1 y x2.

> regrem<-lm(y~x1+x2)
> summary(regrem)

Call: lm(formula = y ~ x1 + x2)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.051 -0.5264 -0.05257 0.7989 1.47

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) -0.4244 1.4701 -0.2887 0.7812
x1 0.5123 0.2087 2.4543 0.0438
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x2 0.4853 0.3178 1.5273 0.1705

Residual standard error: 1.266 on 7 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7907
F-statistic: 13.22 on 2 and 7 degrees of freedom, the p-value is 0.004196

Correlation of Coefficients:
(Intercept) x1

x1 0.1811
x2 -0.8036 -0.6973

El plano estimadoesŷ = � 0;4244+ 0;5123x1 + 0;4853x2 con un coe�ciente de determi-
naci�on R2 = 0;7907y el estad��stico F nos dice que el modelo es �util, si un estudio m�as
profundo decide�nalmente que esrealmente v�alido.
Resulta curioso que en S-PLUS se puedeobtener el coe�ciente de determinaci�on R2 a
partir de la funci�on summary.lmen la forma

> summary(regrem)$r.squared
[1] 0.790684

pero no hay nombre para el coe�ciente ajustado. Mientras que en R s�� esposible.
Tambi�en sepuedenobtener los coe�cientes a partir de la matriz X 0X :

> XtX<-t(regrem$R)%*%regrem$R
> XtX

(Intercept) x1 x2
(Intercept) 10 52 61

x1 52 342 350
x2 61 350 403

> XtX.inv<-solve(XtX)
> XtX.inv

(Intercept) x1 x2
(Intercept) 1.34840753 0.03466479 -0.2342073

x1 0.03466479 0.02718635 -0.0288580
x2 -0.23420728 -0.02885800 0.0629949

> XtX.inv%*%t(cbind(1,exp))%*%y
[,1]

(Intercept) -0.4244237
x1 0.5123174
x2 0.4853071

La matriz XtX.inv sepuedeobtener de forma directa as��:

> summary(regrem)$cov.unscaled
(Intercept) x1 x2

(Intercept) 1.34840753 0.03466479 -0.2342073
x1 0.03466479 0.02718635 -0.0288580
x2 -0.23420728 -0.02885800 0.0629949

Tambi�en seobtiene m�as f�acilmente con los elementos que proporciona la funci�on lsfit :
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> regrem.ls<-lsfit(exp,y)
> regrem.diag<-ls.diag(regre.ls)
> regrem.diag$cov.unscaled

La matriz �̂ 2(X 0X )� 1 de varianzasy covarianzasentre los estimadoresMC de los coe�-
cientes seobtiene de forma sencilla:

> summary(regrem)$sigma^2*summary(regrem)$cov.unscaled
(Intercept) x1 x2

(Intercept) 2.16117719 0.05555943 -0.37537868
x1 0.05555943 0.04357326 -0.04625252
x2 -0.37537868 -0.04625252 0.10096587

o tambi�en

> regrem.diag$std.dev^2*regrem.diag$cov.unscaled

Para calcular intervalosde con�anza sobrelos coe�cientes de regresi�on hacemos

> beta.est<-cbind(regrem.ls$coef);beta.est
[,1]

Intercept -0.4244237
x1 0.5123174
x2 0.4853071

> cbind(beta.est+qt(0.025,7)*regrem.diag$std.err,
+ beta.est+qt(0.975,7)*regrem.diag$std.err)

[,1] [,2]
(Intercept) -3.90064431 3.051797

x1 0.01872084 1.005914
x2 -0.26605529 1.236669

Observamosquelos intervaloscorrespondientes a � 0 y � 2 contienen al cero,en coherencia
con los test t parciales.Pero tambi�en nos puede interesar reproducir la tabla ANOVA
sobrela signi�caci�on de la regresi�on, aunqueel test F ya seha obtenido con la funci�on
summary(regrem). Las funcionesanova.lm o summary.aovnospuedenayudar.

> summary.aov(regrem)
Df Sumof Sq MeanSq F Value Pr(F)

x1 1 38.64190 38.64190 24.10956 0.0017330
x2 1 3.73876 3.73876 2.33270 0.1705213

Residuals 7 11.21934 1.60276

Sin embargo, los resultadosse re�eren a contrastes F secuencialesy parciales.Exacta-
mente SCR(� 0; � 1) = 38;64190y SCR(� 2j� 0; � 1) = 3;73876,de maneraque

SCR = SCR(� 1; � 0) + SCR(� 2j� 0; � 1) = 42;38066

Por otra parte, seobserva directamente queSCR= 11;21934.Con estosdatos,completar
la tabla 8.1esrelativamente sencillo.Sin embargosepuedeconseguirdicha tabla, aunque
con otra organizaci�on, mediante un contraste de modelos:
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> regrem0<-lm(y~1)
> anova(regrem0,regrem)
Analysis of Variance Table

Response: y

Terms Resid. Df RSSTest Df Sumof Sq F Value Pr(F)
1 1 9 53.60000
2 x1 + x2 7 11.21934 2 42.38066 13.22113 0.00419574

Otro aspecto que tambi�en hemosvisto ha sido el c�alculo de los coe�cientes de regresi�on
estandarizados,que con R seobtienenas��:

> cor(exp)
x1 x2

x1 1.0000000 0.6973296
x2 0.6973296 1.0000000
> cor(exp,y)

[,1]
x1 0.8490765
x2 0.7813857
> solve(cor(exp),cor(exp,y))

[,1]
x1 0.5921248
x2 0.3684796

Si queremosm�as detalles sobre los coe�cientes de regresi�on estandarizados,podemos
utilizar el siguiente modelo sin coe�ciente de intercepci�on:

> x1.est<-(x1-mean(x1))/stdev(x1)
> x2.est<-(x2-mean(x2))/stdev(x2)
> y.est<-(y-mean(y))/stdev(y)
> regrem.est<-lm(y.est~-1+x1.est+x2.est)
> summary(regrem.est)

Por �ultimo, podemosestudiar la multicolinealidad calculandolos FIV

> diag(solve(cor(exp)))
[1] 1.946542 1.946542

que en estecasono existe.
El c�alculo de prediccionespuntuales o por intervalo se obtiene mediante la funci�on
predict.lm del modelo lineal.
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8.9. Ejercicios

Ejercicio 8.1

Consideremosel modelo de la regresi�on lineal m�ultiple

yi = � 0 + � 1x i 1 + � � � + � mx im i = 1; : : : ; n

Sean�̂ 0; �̂ 1; : : : ; �̂ m las estimacionesMC de los par�ametros.Explicar en qu�e condiciones
podemosa�rmar que E(�̂ j ) = � j , j = 0; 1; : : : ; m.
Por otra parte, >essiemprev�alido a�rmar que

ŷi = �̂ 0 + �̂ 1x i 1 + � � � + �̂ mx im

esuna estimaci�on centrada de

� 0 + � 1x i 1 + � � � + � mx im ?

Ejercicio 8.2

En la regresi�on m�ultiple de una variable Y sobretres variablescontrol x1; x2; x3

yi = � 0 + � 1x i 1 + � 2x i 2 + � 3x i 3 + � i i = 1; : : : ; n

donde� i � N (0; � 2), sedeseacontrastar la hip�otesisnula

H0 : � 2 = � 3 = 0

Sear yx el coe�ciente de correlaci�on m�ultiple de Y sobrex1; x2; x3 y sear y1 el coe�ciente
de correlaci�on simpleentre Y y x1. Deducir un test F para contrastar H0 queseafunci�on
de r yx y r y1.

Ejercicio 8.3

En una gran ciudad, queremosrelacionarel n�umerode muertosdiarios por enfermedades
cardio-respiratoriascon la media de humos (mg/m 3) i la media de di�oxido de azufre
(partes/mill�on) medidaspor losequiposdel Ayuntamiento endiversaszonasde la ciudad.
Consideremosun modelo de regresi�on lineal no centrado con los siguientes datos:

X 0X =

0

@
15 6;87 21;09

5;6569 18;7243
63;2157

1

A (X 0X )� 1 =

0

@
0;2243 � 1;2611 0;2987

16;1158 � 4;3527
1;2054

1

A

X 0Y =

0

@
3922
2439;54
7654;35

1

A Y 0Y = 1264224

Sepide:

1) Calcular la estimaci�on MC de todos los coe�cientes de regresi�on del modelo.

2) Obtener una estimaci�on insesgadade la varianza del modelo.

3) Contrastar la signi�caci�on del modelo propuestocon � = 0;1.
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4) Calcular el intervalo de con�anza al 95% para la media del valor respuestapara
una media de humosde 1 mg/m 3 y una media de SO2 de 1.

Ejercicio 8.4

Sedisponedelossiguientesdatossobrediezempresasfabricantesdeproductosdelimpieza
dom�estica:

Empresa V I P PU
1 60 100 1;8
2 48 110 2;4
3 42 130 3;6
4 36 100 0;6
5 78 80 1;8
6 36 80 0;6
7 72 90 3;6
8 42 120 1;2
9 54 120 2;4
10 90 90 4;2

En el cuadroanterior, V sonlasventas anuales,expresadasenmillonesdeeuros,I P esun
��ndicedepreciosrelativos(Preciosde la empresa/Preciosde la competencia)y PU sonlos
gastosanualesrealizadosen publicidad y campa~nasde promoci�on y difusi�on, expresados
tambi�en en millones de euros.
Tomandocomobasela anterior informaci�on:

1) Estimar el vector de coe�cientes � = (� 0; � 1; � 2)0 del modelo

Vi = � 0 + � 1I Pi + � 2PUi + � i

2) Estimar la matriz de varianzas-covarianzasdel vector b� .

3) Calcular el coe�ciente de determinaci�on.

Ejercicio 8.5

Dado el modelo
Yt = � 0 + � 1X 1t + � 2X 2t + ut

y los siguientes datos

Yt X 1t X 2t

10 1 0
25 3 � 1
32 4 0
43 5 1
58 7 � 1
62 8 0
67 10 � 1
71 10 2

obtener:
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(a) La estimaci�on MC de � 0; � 1; � 2 utilizando los valoresoriginales.

(b) La estimaci�on MC de � 0; � 1; � 2 utilizando los datos expresadosen desviacionesres-
pecto a la media.

(c) La estimaci�on insesgadade � 2.

(d) El coe�ciente de determinaci�on.

(e) El coe�ciente de determinaci�on corregido.

(f ) El contraste de la hip�otesisnula H0 : � 0 = � 1 = � 2 = 0.

(g) El contraste de la hip�otesisnula H0 : � 1 = � 2 = 0 utilizando datos originales.

(h) El contraste de la hip�otesisnula H0 : � 1 = � 2 = 0 utilizando datos en desviaciones
respecto a la media.

(i) La representaci�on gr�a�ca de una regi�on de con�anza del 95% para � 1 y � 2.

(j) El contraste individual de los par�ametros� 0, � 1 y � 2.

(k) El contraste de la hip�otesisnula H0 : � 1 = 10� 2.

(l) El contraste de la hip�otesisnula H0 : 2� 0 + 2� 1 + 7� 2 = 50.

(m) El contraste de la hip�otesisnula conjunta H0 : � 1 = 10� 2; 2� 0 + 2� 1 + 7� 2 = 50.

Ejercicio 8.6

Supongamosque hemosestimadola siguiente ecuaci�on utilizando MC (con las variables
medidasen logaritmos)

Yt = � 0 + � 1X 1t + � 2X 2t t = 1; : : : ; 17

y las estimacionesde los par�ametrosson:

�̂ 0 = 1;37 �̂ 1 = 1;14 �̂ 2 = � 0;83

Tambi�en hemosobtenido la siguiente expresi�on escalar:

Y 0[I � X (X 0X )� 1X 0]Y = 0;0028

y los elementos triangulares de la matriz (X 0X )� 1 son:
0

@
510;89 � 254;35 0;42

132;70 � 6;82
7;11

1

A

Sepide:

1. Calcular las varianzasde los estimadoresMC de � 0; � 1; � 2.

2. Si X 1t aumenta enun 1 por 100y X 2t enun 2 por 100,>cu�al ser��a el efectoestimado
en Yt?

163



3. Efectuar un test estad��stico para veri�car la hip�otesis de que � 1 = 1 y � 2 = � 1
y dar el valor de dicho estad��stico. >Cu�alesson las tablas que necesitaremospara
realizar el test y cu�antos son los gradosde libertad?

Ejercicio 8.7

Una variable Y depende de otra variable control x que toma los valores x1 = 1; x2 =
2; x3 = 3; x4 = 4 de acuerdocon el modelo lineal normal

yi = � 0 + � 1x i + � 2x2
i + � i i = 1; 2; 3; 4

Estudiar la expresi�on del estad��stico F para contrastar la hip�otesisH 0 : � 1 = � 2.

Ejercicio 8.8

La puntuaci�on del test open-�eld para un grupo de 10 ratas control (C) y otro grupo de
10 ratas experimentales (E) a lo largo de los d��as47; 50; : : : ; 74 contadosdesdeel instante
del nacimiento fue

D��a 47 50 53 56 59 62 65 68 71 74
grupo C 34 24 21 23 23 30 31 26 23 17
grupo E 25 20 16 15 21 20 28 23 18 9

Seajustaron al grupo control polinomios de grado 0; 1; 2 y 3 respecto la variable \edad
en d��as" y seobtuvieron las siguientes sumasde cuadradosresiduales:

Q(0) = 235;6
Q(1) = 202;8
Q(2) = 199;4
Q(3) = 29;7

Sepide:

1) Comprobar que sepuedeaceptar como v�alido el polinomio de grado 3 como poli-
nomio de regresi�on de Y (puntuaci�on) sobrex (edad en d��as).

2) El polinomio de grado 3 que ajusta Y a x es

y = 318;8 � 93;3x + 1;56x2 � 0;0086x3

El coe�ciente de correlaci�on m�ultiple de Y sobrex; x2; x3 esr yx = 0;8734.Estudiar
si essigni�cativ o.

3) Para el grupo experimental es tambi�en adecuadoun ajuste polin�omico de grado 3
con sumade cuadradosresidualQ(3) = 29;2. Adem�as, juntando todoslos datos re-
ferentesa Y, esdecir, juntando losdosgruposy enconsecuencialas20observaciones
y realizandoun ajuste polin�omico de grado 3, seobtiene

SCRH = 225;8

Contrastar las hip�otesis

H0 : los dospolinomios (C y E) son id�enticos

H1 : hay diferenciassigni�cativ as entre ambos polinomios
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Cap��tulo 9

Diagnosis del mo delo

En estecap��tulo seinvestigala detecci�on de posiblesde�cienciasen el modelopor incum-
plimiento de las hip�otesis�jadas en 2.3. Para ello la principal herramienta esel an�alisis
de los residuosque nospermite detectar los siguientes problemas:

1. Algunas de las variablesexplicativas del modelo tienen una relaci�on no lineal con
la variable respuesta.

2. No hay homocedasticidad,esdecir, los erroresno tienen varianza constante.

3. Los erroresno son independientes.

4. Muchasobservacionesat��picas.

5. Hay observacionesdemasiadoin
uy entes.

6. Los erroresno tienen distribuci�on normal

Tambi�en estudiaremosla consecuci�on del mejor grupo reducidode variablesregresoras.

9.1. Residuos

9.1.1. Estandarizaci� on in terna

Los residuosde un modelo lineal seobtienencomodiferenciaentre los valoresobservados
de la variable respuestay las prediccionesobtenidaspara los mismosdatos:

e = (e1; : : : ; en )0 = Y � bY

La media de los residuosescero

�e =
1
n

nX

i =1

ei = 0

y una estimaci�on aproximada de la varianza es

1
n � k � 1

nX

i =1

(ei � �e)2 =
1

n � k � 1

nX

i =1

e2
i = SCR=(n � k � 1) = ECM
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que tiene s�olo n � k � 1 gradosde libertad, dondek esel n�umerode variablesregresoras,
ya que los n residuosno son independientes,
Sellaman residuosestandarizadosa

di =
eip

ECM
i = 1; : : : ; n

que tienen media ceroy varianza aproximada uno.
Ahora bien, comoel vector de residuosaleatoriosese = Y � bY = (I � P)Y = (I � P)� ,
donde P es la matriz proyecci�on, la matriz de varianzas-covarianzasde los residuoses
var(e) = � 2(I � P) de maneraque

var(ei ) = � 2(1 � hii )

dondehii esel i -�esimoelemento1 de la diagonalde P.
La utilizaci�on de los residuose comoestimacionesde loserrores� requierequemejoremos
la estandarizaci�on. Como 0 � hii � 1, utilizar ECM para estimar la varianza var(ei ) es
una sobreestimaci�on:

0 � var(ei ) � � 2

0 � ECM(1 � hii ) � ECM

De modo que muchosautoresrecomiendantrabajar con los residuosstudentizados

r i =
ei

[ECM(1 � hii )]1=2
i = 1; : : : ; n

Adem�as,hii esuna medidadela localizaci�on del i -�esimopunto x i respectoal punto medio.
En la regresi�on lineal simple

hii =
1
n

+
(x i � �x)2

P n
i=1 (x i � �x)2

(9.1)

En el modelo de regresi�on m�ultiple

hii =
1
n

[1 + (x i � �x)0S� 1
xx (x i � �x)] =

1
n

(1 + D 2
i ) (9.2)

dondeD i esla llamada distancia de Mahalanobis.
As��, la varianza de un error ei dependede la posici�on del punto x i . Puntos cercanosal
punto central �x tienen mayor varianza (pobre ajuste MC) que los puntos alejados.
Comolasviolacionesde laship�otesisdel modelosonm�asprobablesen lospuntos remotos,
pero m�asdif��cilesde detectar con los residuosei (o di ), porque los residuossonmenores,
esmejor trabajar con los residuosr i ya quevar(r i ) = 1 constante, desdeel punto de vista
de la localizaci�on de los x i .
Para n grande se puedetrabajar con los di o con los r i . Pero como valoresaltos de ei

y de hii puedenindicar un punto de alta in
uencia en el ajuste MC, se recomiendala
utilizaci�on de los residuosestudentizadosr i . Estosresiduosseutilizar�an en el diagn�ostico
de valoresat��picos.

1En muchos libros escritosen ingl�es la matriz proyecci�on se llama hat y seescribe H .
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Ejemplo 9.1.1

Si recuperamosel ejemplode regresi�on simple propuestoen la secci�on 1.2 con los datos
de tr�a�c o, podemoscalcular los residuosstudentizadosde esemodelo.
Primero calculamoslos elementosde la diagonalde la matriz P, por ejemplo

h11 =
1
24

+
(12;7 � 54;44167)2

15257;4383
= 0;155865

y con estevalor se obtieneel residuo

r1 =
0;528699

0;2689388(1� 0;155865)1=2
= 2;13968

Losotrosresiduossecalculandeforma similar, mejor con la ayudadeuna hoja dec�alculo
o con un programa estad��stico (ver secci�on 9.4).

9.1.2. Estandarizaci� on externa

Para calcular los residuosestudentizadosr i en el apartado anterior hemosutilizado ECM
como estimador de la varianza � 2. Nos referiremosa esto como una estimaci�on interna
puestoquepara calcularlaseutilizan losn puntos. Otra aproximaci�on consisteenestimar
� 2 con el conjunto de datos sin la i -�esimaobservaci�on.
Si s2

(i ) esla estimaci�on de � 2 as�� obtenida, sedemuestra que

s2
(i ) =

(n � k � 1)ECM � e2
i =(1 � hii )

n � k � 2
= ECM

�
n � k � 1 � r 2

i

n � k � 2

�

Si utilizamos estosestimadoresde � 2 en lugar de ECM, producimoslos llamadosresiduos
studentizados externamente o R-Student

t i =
ei

[s2
(i )(1 � hii )]1=2

i = 1; : : : ; n (9.3)

En la mayor��a de situacioneslos residuost i no diferir�an de los residuosstudentizados r i .
Sin embargo, si la i -�esimaobservaci�on esin
uy ente, entoncess2

(i ) puedediferir signi�ca-
tivamente de ECM y el estad��stico t i ser�a m�assensiblepara estepunto. Adem�as,bajo las
hip�otesisest�andar t i � tn� k� 2, demodo quepodemosconsiderarun procedimiento formal
para la detecci�on de valoresat��picosmediante el contraste de hip�otesisy utilizando alg�un
m�etodo m�ultiple. En la pr�actica, un diagn�ostico \a ojo" esm�as �util y r�apido. En general,
se consideraque un residuo es at��pico o outlier si jt i j > 2. Adem�as, la detecci�on de los
valoresat��picos est�a ligada a la detecci�on de puntos in
uy entes.

Ejemplo 9.1.2

Vamos a calcular el residuo studentizadoexternamentet1 para la primera observaci�on
de la regresi�on simple continuaci�on del ejemplo9.1.1. Para ello necesitamosel valor del
error ECM = (0;2689388)2 = 0;072328con el quecalculamos

s2
(i ) = 0;072328

24� 1 � 1 � 2;139682

24� 1 � 2
= 0;060004

y con estaestimaci�on externa

t1 =
0;528699

p
0;060004(1� 0;155865)

= 2;349159
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Figura 9.1: Gr�a�cos de los residuosstudentizados del ejemplo9.1.1.

Siguiendocon la misma idea, tambi�en podemoscalcular los residuosen funci�on de las
prediccionesŷi ( i ) calculadascon el modelo de regresi�on sin la i -�esimaobservaci�on. Sean
e(i ) = yi � ŷi ( i ) los residuosas�� obtenidosy

PRESS=
nX

i =1

e2
(i ) (9.4)

su suma de cuadrados2. Tambi�en algunosautores llaman error cuadr�atico de validaci�on
a estasumade cuadradospor seruna medida externa de precisi�on del modelo.
Sedemuestra que

e(i ) =
ei

1 � hii
var(e(i )) =

� 2

1 � hii
(9.5)

de modo que la estandarizaci�on de estosresiduos

e(i )

[var(e(i ))]1=2
=

ei

[� 2(1 � hii )]1=2

tambi�endependedel estimadorqueutilicemospara estimar � 2. Si utilizamos el estimador
interno ECM, recuperamos los residuos studentizados r i y si utilizamos el estimador
externo s2

(i ) obtenemoslos residuosstudentizados externamente t i .
Los residuosasociadoscon puntos para los quehii seagrande,tendr�an residuose(i ) gran-
des. Estos puntos ser�an puntos de alta in
uencia. Una gran diferencia entre el residuo
ordinario ei y el residuo e(i ) indicar�a un punto en el que el modelo, con esepunto, se
ajusta bien a los datos, pero un modelo construido sin esepunto \predice" pobremente.

9.1.3. Gr �a�cos

Algunos gr�a�cos de los residuosnosvan a ayudar en el diagn�ostico del modelo aplicado.
2prediction error sum of squares
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En primer lugar, el an�alisisdedatosunivariante delosresiduosy, enparticular, losgr�a�cos
como histogramas,diagramasde caja, diagramasde tallo y hojas, etc. nos mostrar�an
algunosdetalles.Por ejemplo,en el diagramade caja podemosestudiar la centralidad, la
simetr��a y la presenciade valoresat��picos.

24N =

RESIDUO

,6

,4

,2

-,0

-,2

-,4

-,6

RESIDUOStem-and-Leaf Plot

Frequency Stem & Leaf

14,00 -0 . 00011122222333
8,00 0 . 01112224
2,00 0 . 55

Stem width: 1,000000
Each leaf: 1 case(s)

Figura 9.2: Boxplot y diagramade tallo y hojas de los residuosen la regresi�on simpledel
ejemplo9.1.3.

Ejemplo 9.1.3

Tambi�en con los datosde tr�a�c o del ejemplode regresi�on simple propuestoen la secci�on
1.2 podemosrepresentar algunosgr�a�c os de los residuossin estandarizar. En la �gur a
9.2 se muestran dosde los gr�a�c os obtenidoscon el programa SPSS.En ellos se observa
una cierta asimetr��a de los residuos,aunqueno hay ning�un valor at��pico.

Otros gr�a�cos adecuadospara el an�alisis de la regresi�on son:

Gr�a�co de dispersi�on de los residuosrespecto al ��ndice i = 1; : : : ; n.

Este diagramapuedeindicar alg�un tip o de correlaci�on no deseadaentre los residuos
o alguna agrupaci�on contraria a la supuestaaleatoriedad(�gura 9.3 a).

Gr�a�co de los residuosversuslos datos de la variable respuesta.

Permite observar los residuosdesdelos valoresobservadosde la variable respuesta.

Gr�a�co de los residuosversuslos valoresajustados.

Este gr�a�co es muy importante porque debe mostrar una total aleatoriedad. La
dispersi�on horizontal no debe presentar ninguna tendencia.Una curvatura indica la
violaci�on del supuestode linealidad del modelo en el casode regresi�on lineal simple
(�gura 9.3 b). Una forma triangular indica una posibleheterogeneidado violaci�on
de la hip�otesisde varianza constante de los errores.

Gr�a�cos delosresiduosversuslasobservacionesdela variableo variablesregresoras.

Sirven para detectar si las variablesregresoraso explicativas han de incluirse en el
modelo con alguna transformaci�on no lineal.
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Gr�a�co de los valoresobservadosversuslos valoresajustados.

La proximidad de los puntos a la bisectriz muestrael ajuste de la recta de regresi�on
(�gura 9.3 c).

Gr�a�co de los cuantiles de la distribuci�on normal o QQ-plot y gr�a�co de las proba-
bilidadesacumuladasde la distribuci�on normal o PP-plot.

Con estosgr�a�cos se pretende visualizar el ajuste de la distribuci�on muestral de
los residuosa la ley normal. En el QQ-plot se dibujan los puntos asociadosa los
cuantiles dela distribuci�on normal (est�andarenR o sin estandarizarcomoenSPSS).
En el PP-plot sedibujan las probabilidadesacumuladasestimadasy te�oricaspara
la distribuci�on normal. En amboscasossedibuja tambi�en una recta querepresenta
el ajuste perfectoa la distribuci�on normal. Los desv��os exageradosde dichasrectas
indican una posibleviolaci�on de la hip�otesisde normalidad (�gura 9.3 d).

El estudio de la normalidad de los residuossedebe completar con alg�un contraste
de ajuste comola prueba ji-cuadrado o el test de Kolmogorov (ver secci�on 9.4).
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Figura 9.3: Gr�a�cos en el an�alisis de la regresi�on simple del ejemplo9.1.4.

Ejemplo 9.1.4

Como continuaci�on del ejemplode regresi�on simple 9.1.3 con los datos de tr�a�c o, pode-
mos representaralgunosgr�a�c os como los de la �gur a 9.3. Entre esosgr�a�c os podemos
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destacar la no aleatoriedad mani�esta del gr�a�c o (b) queindica un ajuste no lineal entre
las variables.Ello justi�c a la intr oducci�on del modelo parab�olico (ejercicio 9.1).

9.2. Diagn�ostico de la in
uencia

Ocasionalmente hallamosque alg�un dato o un peque~no subconjunto de datos ejerceuna
desproporcionadain
uencia en el ajuste del modelode regresi�on. Esto es,los estimadores
de los par�ametros o las prediccionespueden depender m�as del subconjunto in
uy ente
que de la mayor��a de los datos. Queremoslocalizar estospuntos in
uy entes y medir su
impacto en el modelo.Si por algunaraz�on concretasonpuntos \malos" los eliminaremos,
pero si no ocurre nada extra~no, su estudio puededarnosalgunasclavesdel modelo.

9.2.1. Niv el de un pun to

Casi siemprelos puntos de�nidos por las variables regresoraso explicativas forman una
nube y est�an razonablemente repartidos alrededordel punto medio.Sin embargo,alguno
de ellos o un peque~no grupo puede aparecermuy alejado del resto. Estos valores son
potencialmente peligrosos,puestoquepuedenafectarexcesivamente al ajuste del modelo.
Vamosa de�nir el conceptode nivel3 de un punto y se~nalaremoslos que tengan un nivel
muy alto (leveragepoints).
El nivel de un punto esuna medidade la distancia del punto al centroide del conjunto de
datos. Existen varias propuestaspero la m�asextendidasebasaen los elementos hii de la
diagonal de la matriz proyecci�on P. Estos elementos secalculan con las f�ormulas 9.1 en
el casode la regresi�on simple y 9.2 para la regresi�on m�ultiple.
Como

nX

i =1

hii = traza(P) = rango(P) = k + 1

el tama~no mediode cadahii es(k + 1)=n. As��, cuandoun punto veri�que hii > 2(k + 1)=n
diremosque dicha observaci�on esun punto de alto nivel. Estos puntos sedeben marcar
para su posterior estudio ya que sonpotencialmente in
uy entes.

Ejemplo 9.2.1

Siguiendocon el ejemplo9.1.1 los datoscon mayor nivel son

dato nivel
1 0;15586452
15 0;13601868
2 0;13354830

Dado que2(k + 1)=n = (2 � 2)=24 = 0;1666, no hay ning�un punto de alto nivel.

3leverage
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9.2.2. In
uencia en los coe�cien tes de regresi�on

Entre las medidasde in
uencia sobrelos coe�cientes de regresi�on la m�as empleadaesla
distancia de Cook (1977,1979)

Ci =
(b� � b� (i ))

0X 0X (b� � b� (i ))

(k + 1)ECM
i = 1; : : : ; n (9.6)

dondeb� sonlasestimacionesMC enel modelocontodoslospuntos, mientras que b� (i ) son
las estimacionessin el i -�esimopunto. Esta medida calcula la distancia cuadr�atica entre
b� y b� (i ) , relativa a la geometr��a �ja de X 0X .
Otra versi�on equivalente de estadistancia es

Ci =
( bY � bY (i ))0( bY � bY (i ))

(k + 1)ECM

ya que bY = X b� y bY (i ) = X b� (i ) .
Sin embargo para el c�alculo de estadistancia esmejor utilizar la f�ormula

Ci =
r 2

i

k + 1
�

hii

1 � hii

donde la primera parte dependedel ajuste al modelo de la i -�esimapredicci�on, mientras
queel segundofactor esuna funci�on de la distanciadel punto x i al centroide del conjunto
de observacionesde las variablesexplicativas. Una demostraci�on de esta f�ormula puede
verseen el ejercicio9.19del libro de Ugarte y Militino[69 ].
La b�usquedade puntos in
uy entes se puede iniciar con la identi�caci�on de puntos con
distancia de Cook elevada. Sin embargo se desconoce la distribuci�on exacta de estees-
tad��stico y no hay reglas�jas para la determinaci�on de los puntos con valor de Ci grande.
Los puntos con distanciasde Cook grandespuedenser in
uy entes y podemosextraerlos
del an�alisis para ver si los cambios sonapreciables.

Ejemplo 9.2.2

Con el ejemplo de regresi�on simple que estamosestudiandodesdeel ejemplo 9.1.1 se
observaquelos datoscon mayor distancia de Cook son:

dato hii r i Ci

1 0;1559 2;1397 0;4227
12 0;1227 2;1178 0;3136

Estos datos son los de mayor in
uencia debida al gran residuo studentizado(los dos
mayores) y a su alto nivel, especialmente el dato 1.

Otra medidade in
uencia sobrecadacoe�ciente de regresi�on por separadofue propuesta
por Belsleyet al.[6] y consisteen la diferenciaestandarizadaentre la estimaci�on MC de
dicho par�ametro con todaslasobservacionesy la estimaci�on MC del mismosin la i -�esima:

Dfbetasj ( i ) =
�̂ j � �̂ j ( i )q

s2
(i )cj j
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Figura 9.4: Gr�a�cos de los nivelesy distanciasde Cook de los datos del ejemplo9.2.2.

para j = 0; 1; : : : ; k y i = 1; : : : ; n, donde cj j es el j -�esimoelemento de la diagonal de
la matriz (X 0X )� 1 y s2

(i ) la estimaci�on MC de la varianza � 2 sin la i -�esimaobservaci�on.

Observemosque s2
(i )cj j esuna estimaci�on de la varianza var(�̂ j ) = � 2cj j .

Un valor absoluto desmesuradode esta medida indica una gran in
uencia de la obser-
vaci�on i -�esima sobre la estimaci�on del coe�ciente � j . En la pr�actica se considerauna
observaci�on in
uy ente cuando jDfbetasj > 1 para un peque~no conjunto de datos y
jDfbetasj > 2=

p
n en general.

9.2.3. In
uencia en las predicciones

Como hemosvisto, la distancia de Cook es tambi�en una medida de la in
uencia de un
punto sobreel conjunto de predicciones.
Otra medida de in
uencia de la i -�esima observaci�on sobre la predicci�on de la propia
observaci�on i esel estad��stico

D�ts i =
jŷi � ŷi ( i ) jq

s2
(i )hii

dondeseestandarizala diferenciaentre las prediccionesde la i -�esimaobservaci�on con y
sin ella misma.
A partir de las ecuaciones9.3 y 9.5 sedemuestra que (ejercicio 9.3)

D�ts i = jt i j

r
hii

1 � hii
(9.7)

dondet i son los residuosstudentizados externamente.
En generalseconsideraquela in
uencia esnotable si el D�ts essuperior a 2

p
(k + 1)=n,

mientras que para un conjunto de datos reducidobasta que seamayor que uno.
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Ejemplo 9.2.3

Como continuaci�on del ejemplo9.2.2 podemoscalcular el D�ts 1 para la primera obser-
vaci�on:

D�ts 1 = j2;349159j

r
0;155865

1 � 0;155865
= 1;009439

quesupera el valor frontera 2
p

2=24 = 0;577 y muestra la alta in
uencia de esta obser-
vaci�on.

9.3. Selecci�on de variables

Con el objetivo de considerarel mejor modelo de regresi�on posible, el experimentador
debe seleccionarun conjunto de variables regresorasentre las observadas y, si es nece-
sario, entre potenciasy productos de las mismas.Una primera decisi�on �jar�a el tip o de
relaci�on funcional con la variable respuestapero,en todo caso,la selecci�on deun conjunto
reducidodevariablesexplicativasesun problemacomplicado.Si consideramosun n�umero
demasiadopeque~no de variables es posible que la potencia del modelo se vea reducida
y que las estimacionesobtenidas seansesgadas,tanto de los coe�cientes de regresi�on,
comode las predicciones.Este sesgoseorigina ya que los errorescalculadoscon los datos
observados puedencontener efectosno aleatorios de las variables desechadas.Por otra
parte, un n�umero muy grandede variablesexplicativas complica la utilidad pr�actica del
modelo y, aunquemejora el ajuste aparente, aumenta la varianza de los estimadoresde
los par�ametros.
Decidir el mejor conjunto devariablesespr�acticamente un arte, enel quealgunast�ecnicas
sirvendeapoyo: test t deStudent deloscoe�cientesderegresi�on, test F designi�caci�on de
la regresi�on, estudiode la multicolinealidad, etc. Sin embargo,ya hemosalertado sobrela
utilizaci�on ciegadelostest t parcialesparamedir la importancia delasvariables.As�� pues,
es preciso a~nadir algunas t�ecnicasespec���cas para comparar modelos de regresi�on que
pasamosa detallar.

9.3.1. Coe�cien te de determinaci� on ajustado

Esta t�ecnicaconsisteen calcular los coe�cientes de determinaci�on de todos los modelos
posiblescon la combinaci�on de cualquiern�umerode variablesexplicativas.Para evitar los
problemasque justi�can la de�nici�on 8.2.1 resulta obvio utilizar el coe�ciente ajustado
cuando hay muchas variables en juego. El objetivo es reconocer el modelo con mayor
coe�ciente. Sin embargo, si el n�umero de variables es considerableesta t�ecnica puede
tener di�cultades de c�alculo.

9.3.2. Criterio CP de Mallo ws

Con estecriterio sedebe �jar en primera instancia un n�umeroP de par�ametros,incluido
el t�ermino independiente, aunquecon posterioridad sepodr�a variar. Setrata de hallar el
mejor modelo con P variablesexplicativas, incluida la constante, utilizando el estad��stico
de Mallows

CP =
SCRP

�̂ 2
� (n � 2P)
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dondeSCRP es la suma de cuadradosresidual del modelo particular y �̂ 2 un estimador
de la varianza del modelo que acostumbra a serel ECM del modelo completo.
Para el modelo completoP = k + 1, el estad��stico de Mallows es

Ck+1 =
SCR
ECM

� (n � 2(k + 1)) = n � (k + 1) � (n � 2(k + 1)) = k + 1

Tambi�enpara todomodelonocompletosepuededemostrarqueaproximadamente E(CP ) =
P, si el modelo es adecuado.En consecuenciaparecerecomendableelegir los conjuntos
para los que CP seaaproximadamente P.

9.3.3. Selecci�on paso a paso

El procedimiento sepuederealizar haciaadelante (forward stepwise)o haciaatr�as(back-
ward stepwise), seleccionandolas variablesuna a una e incorpor�andolasdesdeel modelo
inicial o elimin�andolasdesdeel modelocompletoen funci�on desu contribuci�on al modelo.
Aunque esel m�etodo m�asutilizado por su facilidad de computaci�on, estesistematiene el
inconveniente de que puedeconducir a modelosdistintos y no necesariamente �optimos.
En la selecci�on haciaadelante seincorpora comoprimera variable la demayor F designi�-
caci�on de la regresi�on simple.La segundavariableseseleccionapor sumayor contribuci�on
al modelo que ya contiene la primera variable del pasoanterior y as�� sucesivamente.

9.4. Ejemplos con R

Con los datos de tr�a�co de la secci�on 1.2 se calcula la regresi�on como se explica en la
secci�on 6.9 mediante la instrucci�on

> recta<-lm(rvel~dens)

Parael an�alisisdelosresiduos,la funci�on summarynosofreceun resumendecincon�umeros

Call: lm(formula = rvel ~ dens)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.3534 -0.2272 -0.03566 0.1894 0.5335

Tambi�en podemosobteneralgunosgr�a�cos univariantes comolos de la �gura 9.5 con las
siguientes instrucciones:

> par(mfrow=c(1,2))
> par(pty="s")
> hist(residuals(recta),xlab="residuos")
> title("a) Histograma")
> boxplot(residuals(recta))
> title("b) Diagrama de caja")
> stem(residuals(recta))

N = 24 Median = -0.0356607
Quartiles = -0.228869, 0.1987335
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Figura 9.5: Gr�a�cos de los residuosde la regresi�on simple del ejemplode la secci�on 1.2.

Decimal point is 1 place to the left of the colon

-3 : 510
-2 : 44332
-1 : 711
-0 : 611
0 : 3
1 : 028
2 : 245
3 :
4 : 0
5 : 33

Para obtener los gr�a�cos de la �gura 9.3 serequierenlas siguientes instrucciones:

> par(mfrow=c(2,2))
> plot(residuals(recta),xlab="indice",ylab="residuos")
> title("a) Residuos vs. indice")
> plot(fitted(recta),residuals(recta),xlab="ajustados",ylab=" res id uos" )
> title("b) Residuos vs. ajustados")
> plot(fitted(recta),rvel,xlab="ajustados",ylab="observados")
> abline(0,1)
> title("c) Ajustados vs. observados")
> qqnorm(residuals(recta),xlab="Cuantiles de la normal",ylab="residuos")
> qqline(residuals(recta))
> title("d) QQ-plot")

R tambi�en permite obtener6 gr�a�cos para el an�alisis de un modelo de regresi�on lineal de
una forma directa, mediante las instrucciones
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> par(mfrow=c(2,3))
> plot(recta)

En cuanto a los contrastesde ajuste a la distribuci�on normal, podemosoptar entre el test
de Kolmogorov-Smirnov ks.gof y la prueba ji-cuadrado chisq.gof . En nuestro caso:

> ks.gof(residuals(recta), distribution = "normal")

One sample Kolmogorov-Smirnov Test of Composite Normality

data: residuals(recta)
ks = 0.129, p-value = 0.5 alternative
hypothesis: True cdf is not the normal distn. with estimated parameters
sample estimates:

meanof x standard deviation of x
2.298509e-017 0.2630273

Tambi�en sepuedecalcular la regresi�on con la instrucci�on

recta.ls<-lsfit(dens,rvel)

que nosproporciona muchosde los elementos para el diagn�ostico en la forma:

> recta.diag<-ls.diag(recta.ls)
> recta.diag$hat # nivel
...
> recta.diag$std.res # residuos studentizados
...
> recta.diag$stud.res # residuos studentizados externamente
...
> recta.diag$cooks # distancias de Cook
...
> recta.diag$dfits # medidas Dffits
...

Los gr�a�cos ...

> par(mfrow=c(1,2))
> par(pty="s")
> plot(recta.diag$hat,type="h",xlab="dato",ylab="h_ii")
> title("a) Niveles de los datos")
> plot(recta.diag$cooks,type="h",xlab="dato",ylab="C_i")
> title("b) Distancias de Cook")

> par(mfrow=c(1,2))
> par(pty="s")
> plot(recta.diag$std.res,xlab="dato",ylab="r_i",ylim=c(-2.5, 2.5 ))
> title("a) Residuos studentizados \n internamente")
> plot(recta.diag$stud.res,xlab="dato",ylab="t_i",ylim=c(-2.5 ,2. 5) )
> title("b) Residuos studentizados \n externamente")
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9.5. Ejercicios

Ejercicio 9.1

Realizarel an�alisiscompletode los residuosdel modelode regresi�on parab�olico propuesto
en la secci�on 1.2 con los datos de tr�a�co.

Ejercicio 9.2

Realizar el an�alisis completo de los residuosde los modelos de regresi�on simple y pa-
rab�olico propuestosen la secci�on 1.2con losdatosde tr�a�co, pero tomandocomovariable
respuestala velocidad (sin ra��z cuadrada). Este an�alisis debe justi�car la utilizaci�on de
la ra��z cuadradade la velocidad comovariable dependiente.

Ejercicio 9.3

Probar la relaci�on 9.7 a partir de las ecuaciones9.3 y 9.5.

Ejercicio 9.4

Sede�ne el coe�ciente de robustezcomo

B 2 =
SCR

PRESS

dondePRESSesla sumade cuadrados9.4. Este coe�ciente est�a entre 0 y 1 y representa
una medida de la robustezdel modelo.
Calcular el coe�ciente de robustezpara los cinco conjuntos de datos de la secci�on 6.8.
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Cap��tulo 10

An �alisis de la Varianza

10.1. In tro ducci�on

El An�alisis de la Varianza es un conjunto de t�ecnicasestad��stico-matem�aticas que per-
miten analizar c�omo operan sobreuna variable respuestadiversosfactoresconsiderados
simult�aneamente seg�un un determinadodise~no factorial. Normalmente interesaestudiar
c�omosediferencianlosnivelesdeun cierto factor, llamadofactor tratamiento, teniendoen
cuenta la incidenciade otros factorescualitativos o cuantitativ os (factoresambientales),
cuya in
uencia eseliminadamediante una adecuadadescomposici�on de la variabilidad de
la variable observada. Tambi�en sepretendedetectar la relevancia en el resultado de las
variableso factoresin
uy entes, esdecir, estudiar la causalidad.
La variable respuestaseconsideradel tip o continuo, mientras quelasvariablesexperimen-
tales o factoresson variablescateg�oricas o categorizadasen niveles.Un experimento de
estetip o consisteen tomar una unidad experimental o elemento muestral, �jar los valores
de los factoresa distintos nivelesy observar el valor de la variable respuestaen cadacaso.
Ahora bien, para llegar a conclusionesestad��sticas correctasespreciso,en la mayor��a de
los problemas,observar el resultadotras la repetici�on del experimento en varias unidades
experimentalespara cadauna de las diversascondicionesqueindica el dise~no pero lo m�as
homog�eneasposiblesdentro de cada una. Esto redundar�a en la reducci�on de la variabi-
lidad y, por tanto, aumentar�a la capacidadestad��stica de detectar cambios o identi�car
variablesin
uy entes. Con una variabilidad muy granderespecto al error experimental no
sepuedendetectar diferenciasentre tratamientos.
Comoocurre con la varianzade la mediamuestral, para reducir la variabilidad esposible
tomar un peque~no n�umero de observacionesllamadasr�eplicas en condicionestotalmente
homog�eneaso aumentar el n�umerodeobservaciones.Esto �ultimo esprecisocuandotoma-
mosobservacionesfuera del laboratorio o con variablesin
uy entes queescapana nuestro
control.
Es muy importante que las r�eplicasseanexactamente eso,esdecir, repeticionesdel ex-
perimento en las mismascondicionesy no repeticionesde la observaci�on que puedendar
lugar a observacionesdependientes. As�� pues,debemosrepetir todo el experimento desde
el principio para cadauna de las observaciones.
Como ya hemosdicho, para investigar el efectodel factor principal o tratamiento espo-
sible que debamosconsiderary eliminar los efectosde muchas variablesque in
uy en en
el resultado. Para eliminar el efectode una variable sobreel resultado del experimento
tenemostres opciones:a) �jar el valor de la variable para toda la investigaci�on y restrin-
gir la validez de nuestrasconclusionesa esedato; b) dise~nar el experimento de manera
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que dicha variable aparezcacomo factor con unos determinadosvalores o nivelesy c)
aleatorizar su aparici�on en cada condici�on experimental. Las dos primeras opcionesson
propias del laboratorio y dependendel experimentador. La tercera resulta �util cuando
queremoseliminar el efecto de una variable no directamente controlable y de poca in-

uencia esperada,as�� la parte de la variabilidad que le correspondeseincluir�a en el error
experimental.
Para dise~nar correctamente un experimento esprecisotrabajar bajo el principio de alea-
torizaci�on. Este principio consisteen tomar las observacionesde las r�eplicasasignandoal
azar todos los factoresno directamente controlados por el experimentador y que pueden
in
uir en el resultado. En el ejemplo 10.2.1 la comparaci�on entre tres tratamientos se
hacecon pacientes con ciertascondicionesde homogeneidadpero asignandolos pacientes
al azar a cada tratamiento. Con la aleatorizaci�on se consigueprevenir sesgos,evitar la
dependenciaentre observacionesy validar estad��sticamente los resultados.En particular,
debemosaleatorizar el orden de realizaci�on de los experimentos.
En resumen,esnecesarioqueel experimento est�e bien dise~nadomediante el control f��sico,
�jando niveles,o estad��stico, mediante la aleatorizaci�on, de todas las variableso factores
relevantes.As�� segarantizar�a quelasdiferenciassedebena lascondicionesexperimentales
�jadas el dise~no y sepodr�a concluir estad��sticamente una relaci�on causal.
Adem�as, en Pe~na[54, p�ag. 82] se muestra c�omo la aleatorizaci�on permite la compara-
ci�on de mediasmediante los llamados tests de permutacionesque no requierenning�un
tip o de hip�otesissobrela distribuci�on del error. Por otra parte, puededemostrarse(ver
Sche� �e[63])que los contrastes F sonuna buenaaproximaci�on a los contrastes de permu-
taciones,demaneraquela aleatorizaci�on justi�ca la utilizaci�on de la teor��a de losmodelos
linealesbajo hip�otesisdenormalidad,aunquedicha hip�otesisno est�eplenamente validada.
Para comparartratamientos esnecesariohacerloencondicioneshomog�eneasy para ello se
deben introducir en el dise~no todaslas variablesquepuedenin
uir, para luegopromediar
la respuestaen situacioneshomog�eneas.Una vez�jados los factores,la idea b�asicade los
dise~nos factorialesescruzar los nivelesde los factoresy considerartodas las situaciones.
Tambi�en cuandolos efectosde los factoresno sonpuramente aditivossepuedeintroducir
el efectode las llamadasinteracciones.
En general,en todo An�alisis de la Varianza esnecesarioconsiderartres etapas:

a) Dise~no del experimento a �n de obtener observacionesde una variable Y, combi-
nando adecuadamente los factoresincidentes.

b) Planteo de hip�otesis,c�alculo de sumasde cuadrados(residuales,de desviaci�on de
la hip�otesis,etc.) y obtenci�on de los cocientes F . Esta parte del an�alisis seformula
mediante la teor��a de los modeloslineales.

c) Toma de decisionese interpretaci�on de los resultados.Planteamiento \a posteriori"
de nuevas hip�otesis.

En Ugarte[69, sec.8.2] puedeconsultarseun buen resumende las estructurasb�asicasde
un dise~no de experimentos.
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10.2. Dise ~no de un factor

10.2.1. Comparaci� on de medias

Supongamosque una variable Y ha sido observada bajo k condicionesexperimentales
distintas. Puedeserque las observacionesprovengande k poblaciones,o bien tratarse de
r�eplicaspara cadauno de los k nivelesde un factor.
Indiquemospor yih la r�eplica h (h = 1; : : : ; ni ) en la poblaci�on o nivel i (i = 1; : : : ; k),
dondeni esel n�umero de r�eplicasen la poblaci�on i . El conjunto de datos es:

Nivel 1 y11; y12; : : : ; y1n1

Nivel 2 y21; y22; : : : ; y2n2

...

Nivel k yk1; yk2; : : : ; yknk

Con estosdatos podemoscalcular algunasmediasque indicaremosde la siguiente forma:

Media en la poblaci�on i o nivel i : yi � =
1
n i

n iX

h=1

yih

Media general: �y = y�� =
1
n

kX

i =1

n iX

h=1

yih

donden =
P k

i=1 ni esel n�umero total de observaciones.
El modelo lineal que seadapta a estedise~no es

yih = � i + � ih i = 1; : : : ; k ; h = 1; : : : ; ni (10.1)

siendo(� 1; � 2; : : : ; � k)0 el vector de par�ametrosy

X =

0

B
B
B
@

1 0 : : : 0
0 1 : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : 1

1

C
C
C
A

rango X = k

la matriz de dise~no (reducida).
Recordemosenestemomento queasumirun modelolineal signi�ca aceptarlascondiciones
de Gauss-Markov (ver secci�on 1.5) y adem�as, en estecasoy en todo el cap��tulo, aceptar
la distribuci�on normal de los erroresN (0; � ). Entonces,secompruebaf�acilmente que la
estimaci�on MC de los par�ametroses

�̂ i = yi � i = 1; : : : ; k

Luegolos residuosde estemodelo son

eih = observaci�on � predicci�on = yih � �̂ i

de modo que la sumade cuadradosresidual resulta

SCR=
kX

i =1

n iX

h=1

(yih � yi �)2
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Esta suma se indica por SCD y se denomina suma de cuadrados dentro de grupos o
tambi�en intr agrupos.
Consideremosla identidad

yih � �y = (yi � � �y) + (yih � yi �)

Elevando al cuadradoy sumandotenemos
X

i;h

(yih � �y)2 =
X

i;h

(yi � � �y)2 +
X

i;h

(yih � yi �)2

+ 2
X

i;h

(yi � � �y)(yih � yi �)

pero X

i;h

(yi � � �y)(yih � yi �) =
X

i;h

(yih � yi �)yi � �
X

i;h

(yih � yi �) �y = 0

En efecto,el vector f yih � yi �g perteneceal espacioerror y por tanto esortogonalal vector
f yi �g que perteneceal espacioestimaci�on comohemosvisto en 2.4.2;por otra parte

X

i;h

(yih � yi �) = 0

As�� pues,con la siguiente notaci�on

SCT =
X

i;h

(yih � �y)2 sumade cuadradostotal

SCE =
X

i

ni (yi � � �y)2 sumade cuadradosentre grupos

hemosprobadoque severi�ca la identidad

SCT = SCE + SCD (10.2)

Esta igualdad muestra la descomposici�on de la variabilidad total que tambi�en sepuede
expresaren t�erminosde variabilidad explicaday no explicadacomoen la ecuaci�on 6.7.
La hip�otesisnula de mayor inter�eses

H0 : � 1 = � 2 = � � � = � k

Si H0 es cierta, las medias de las k poblacionesson iguales o, en t�erminos de dise~no
factorial, los nivelesdel factor no sonsigni�cativ ospara la variable observable. Entonces,
el modelo 10.1sereducea la forma

yih = � + � ih i = 1; : : : ; k ; h = 1; : : : ; ni

La estimaci�on MC de � es�̂ = �y y la sumade cuadradosresidual es

SCRH =
X

i;h

(yih � �y)2 = SCT
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Considerandola relaci�on 10.2deducimosquela sumadecuadradosdebidaa la desviaci�on
de la hip�otesises

SCRH � SCR=
X

i

ni (yi � � �y)2 = SCE

Obs�erveseque SCE mide la variabilidad entre las mediasy1�; y2�; : : : ; yk�.
Por otra parte y seg�un el teorema2.5.1,una estimaci�on insesgadadel error experimental
� 2 es

�̂ 2 = SCD =(n � k)

Adem�as,graciasa la hip�otesisdenormalidad � ih � N (0; � ) severi�ca (ver teorema5.3.1):

a) SCD =� 2 � � 2
n� k

b) Si H0 escierta, entoncesSCE =(k � 1) esotra estimaci�on insesgadade � 2 y adem�as

SCE =� 2 � � 2
k� 1

c) Si H0 escierta, el estad��stico

F =
SCE =(k � 1)
SCD =(n � k)

(10.3)

siguela distribuci�on F con k � 1 y n � k gradosde libertad.

La hip�otesisH0 de igualdad de mediasserechazasi 10.3essigni�cativ o. En todo casoes
recomendabledisponer los c�alculosde la forma indicada en la tabla 10.1.

Fuente de sumade cuadrados
variaci�on cuadrados g.l. medios F

Entre grupos SCE =
P

i ni (yi � � �y)2 k � 1 SCE =(k � 1)
SCE =(k � 1)
SCD =(n � k)

Dentro grupos SCD =
P

i;h (yih � yi �)2 n � k SCD =(n � k)

Total SCT =
P

i;h (yih � �y)2 n � 1

Cuadro 10.1:Tabla del An�alisis de la Varianza para dise~nosde un factor

Tambi�en sepuedecalcular el coe�ciente de determinaci�on comomedidade la proporci�on
de la variabilidad explicadapor los grupos

R2 =
SCE

SCT

10.2.2. Un mo delo equiv alente

El modelo 10.1 no se puedeextender al casode varios factores.Sin embargo, se puede
reparametrizaren la forma

yih = � + � i + � ih i = 1; : : : ; k ; h = 1; : : : ; ni (10.4)
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con la restricci�on
kX

i =1

� i = 0

Esta restricci�on es necesariapara determinar el c�alculo de los k + 1 par�ametros en un
modelo de rango k.
El modelo10.4tambi�en representa el dise~no deun factor a k niveles,perocon la siguiente
interpretaci�on de los par�ametros

� = media general

� i = efectodel nivel i

La hip�otesisH0 de igualdad entre niveleso tratamientos, antes igualdad de medias,se
expresaahora as��

H0 : � 1 = � � � = � k = 0

Las estimacionesde � y � i son

�̂ = �y �̂ i = yi � � �y

Severi�ca entonces
SCRH � SCR= SCE =

X

i

ni �̂ 2
i

de modo que SCE re
eja bien la variabilidad entre los diferentes nivelesdel factor estu-
diado.
La formulaci�on matricial de H0 es

A � =

0

B
B
B
@

0 1 0 : : : 0 0
0 0 1 : : : 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 : : : 1 0

1

C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
@

�
� 1

� 2
...

� k� 1

� k

1

C
C
C
C
C
C
C
A

= 0

Aplicando entonces5.7, tenemosque

E(SCRH � SCR) = E(SCE ) = (k � 1)� 2 +
X

i

ni � 2
i (10.5)

y como ya sab��amos, si es cierta la hip�otesis H0, el estad��stico SCE =(k � 1) es otro
estimador insesgadode � 2.
En todo caso, como se trata de una reparametrizaci�on, el contraste de H 0 se realiza
exactamente con la misma tabla 10.1y el mismo estad��stico F de 10.3.
Finalmente, si sedeseancomparardosniveles,esdecir, plantear la hip�otesisparcial

H (ij )
0 : � i = � j

utilizaremos el estad��stico

t =
yi � � yj �p

SCD =(n � k)

r
ni nj

ni + nj
(10.6)
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quebajo H (ij )
0 sigueuna t de Student con n � k gradosde libertad. Con m�asgeneralidad,

si sedeseaestudiar si la funci�on param�etrica estimable,tal que c1 + � � � + ck = 0,

 = c1� 1 + � � � + ck � k

seaparta signi�cativ amente de 0, utilizaremos

t =
P

i ci yi �p P
i c2

i =ni

p
SCD =(n � k)

(10.7)

tambi�en con n � k grados de libertad (ver f�ormula 3.4). Del mismo modo se pueden
construir intervalos de con�anza para las funcionesparam�etricas estimables = c1� 1 +
� � � + ck � k y en particular para � i � � j .
Otro aspecto mucho m�as complejo es la consideraci�on de varias de estaship�otesis de
forma conjunta. Es lo quesellama el problemadelascomparacionesm�ultiples o intervalos
simult�aneoscomoen la secci�on 6.3.6.

Ejemplo 10.2.1

Sedesean comparar dosmedicamentosD (diur �etico), B (betabloqueante) con un producto
inocuo P (placebo). Setom�o una muestra de 15 individuos hipertensoscuyascondiciones
iniciales eran su�cientemente homog�eneas y se asignaron los tres tratamientos al azar.
El objetivo del estudioes ver c�omo act�uan los tres tratamientosfrente a la hipertensi�on,
concretamente si disminuyen la misma. A tal �n se ha elegido la variable observable
\porcentaje de descensode la presi�on arterial media". Los datos obtenidosse presentan
en la tabla 10.2.

D B P
22 20 10
18 28 5
30 35 0
15 19 14
17 33 18

B

D

P

0 10 20 30

y

Cuadro 10.2:Datos de los pacientes seg�un el tratamiento

Vamosa estudiar si hay diferenciassigni�c ativas entre los tresf�armacosy la signi�c aci�on
de la funci�on param�etrica

 =
1
2

(D + B) � P

que se puede interpretar como una medida de la diferencia entre los productos activos
respecto al placebo.
Las medias son:

y1� = 20;40 y2� = 27;00 y3� = 9;40 �y = 18;93
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Las sumasde cuadradosson:

SCT = 1349;93 SCE = 790;53 SCD = 558;40

de manera que podemosdisponer las estimacionesen forma de tabla del An�alisis de la
Varianza como se muestra en la tabla 10.3.

Fuente de sumade cuadrados
variaci�on cuadrados g.l. medios F
Entre f�armacos 790;53 2 395;27 8;49
Dentro f�armacos 558;40 12 46;53
Total 1349;93 14

Cuadro 10.3:Ejemplo de An�alisis de la Varianza para un dise~no de un factor

Con 2; 12 gradosde libertad y un nivel de signi�c aci�on del 0;01 leemosen la tabla de la
distribuci�on F el valor 6;93. Luego la diferencia entre los tres f�armacos es claramente
signi�c ativa.
La estimaci�on de Gauss-Markovde la funci�on param�etrica es

 ̂ =
1
2

(20;40+ 27;00) � 9;40 = 14;30

Adem�as
X

i

c2
i =ni =

1
5

(
1
4

+
1
4

+ 1) = 0;3

SCD =(n � k) = 46;53

Aplicando 10.7 obtenemos

t =
14;30

p
0;3

p
46;53

= 3;827

Contrastandocon la tabla de la t de Student, para 12 gradosde libertad, vemosque es
signi�c ativa al nivel 0;01. Finalmente, para analizar si hay diferenciassigni�c ativas entre
D y B, utilizaremos10.6

t =
20;40� 27;00

p
46;53

r
5 � 5
5 + 5

= � 1;530

queno es signi�c ativa.
Conclusi�on: Hay variabilidad signi�c ativa entre los tres f�armacos. La variabilidad reside
principalmenteen la diferencia entre los dos f�armacos activos frente al placebo.

10.3. Dise ~no de dos factores sin in teracci�on

Una variable o factor cuyo efectosobre la respuestano es directamente de inter�es pero
queseintroduceen el experimento para obtenercomparacioneshomog�eneassedenomina
una variable bloque. Por ejemplo, en una investigaci�on para comparar la efectividad de
varios fertilizantes (tratamientos) sepuedeconsiderarlas �ncas dondeseprueban como
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un factor bloque (ver ejemplo10.3.1).El efectode la �nca sobrela producci�on no esde
inter�esy el objetivo escomparar los fertilizantes eliminando el efectode la pertenencia
de una cosecha a una �nca. Adem�as, en general,sesuponeque no hay interacci�on entre
la variable bloque y los factoresde inter�es.
En estetip o dedise~noslos tratamientos seasignanaleatoriamente a un grupo deunidades
experimentales en cadabloqueo nivel de la variable bloque.Para poder detectar diferen-
ciasentre los tratamientos esimportante quehaya diferenciasentre los bloques,mientras
que las unidadesexperimentales dentro de cadabloque han de ser muy homog�eneas.Un
buen resumende las caracter��sticas m�as importantes del dise~no en bloquespuedeverse
en Ugarte[69, p�ag. 405].
En esteapartado vamosa tratar el casom�as simple del llamado dise~no completamente
aleatorizadopor bloqueso, m�asbrevemente, dise~no enbloquesaleatorizadosconun factor
principal y una variable bloque.
Supongamosque la variable respuestaest�a afectadapor dos causasde variabilidad, es
decir, por dos variableso factorescualitativos A y B, con a y b nivelesrespectivamente.
El factor A esel factor principal, mientras queel factor B esuna variable bloque.Supon-
gamostambi�en que tenemos�unicamente una observaci�on por casilla o combinaci�on de
niveles.Esosigni�ca tener tantas unidadesexperimentalespor bloquecomotratamientos
o nivelesdel factor principal y que la asignaci�on del tratamiento sehaceal azar en cada
bloque (ver ejemplo10.3.1).Entonces,podemosdisponer las observacionesdel siguiente
modo

B1 B2 : : : Bb

A1 y11 y12 : : : y1b y1�

A2 y21 y22 : : : y2b y2�
...

...
...

...
...

Aa ya1 ya2 : : : yab ya�

y�1 y�2 : : : y�b y��

siendo
yi � =

1
b

X

j

yij y�j =
1
a

X

i

yij y�� = �y =
1
ab

X

i;j

yij

En relaci�on a la tabla de datos anterior, diremos que A es el factor �la y B el factor
columnacon A1; A2; : : : ; Aa y B1; B2; : : : ; Bb nivelesrespectivamente.

Mo delo aditiv o

Si suponemosque tanto el efecto �la como el efectocolumna son aditivos, admitiremos
el modelo lineal

yij = � + � i + � j + � ij i = 1; : : : ; a ; j = 1; : : : ; b (10.8)

siendo

� = media general

� i = efectodel nivel A i del factor A

� j = efectodel nivel B j del factor B
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Como 10.8 no es un dise~no de rango m�aximo, impondremoslas siguientes restricciones
naturales X

i

� i =
X

j

� j = 0 (10.9)

Entonces,el modelo dependede los par�ametros

�; � 1; : : : ; � a� 1; � 1; : : : ; � b� 1

siendo
� a = � � 1 � � � � � � a� 1 � b = � � 1 � � � � � � b� 1

Por ejemplo, la matriz de dise~no reducidaX para el casoa = 3, b= 2 es

� � 1 � 2 � 1

1 1 0 1
1 0 1 1
1 � 1 � 1 1
1 1 0 � 1
1 0 1 � 1
1 � 1 � 1 � 1

Como las columnasde X correspondientes a par�ametroscon distinta letra sonortogona-
les, mientras que las correspondientes a par�ametroscon la misma letra son linealmente
independientes,deducimosqueel rangodeX esigual al n�umerodepar�ametrosresultantes
despu�esde imponer las restricciones10.9,esdecir,

rango X = 1 + (a � 1) + (b� 1) = a + b� 1 (10.10)

Estimaci� on de par �ametros

Consideremosla identidad

yij � � � � i � � j = ( �y � � ) + (yi � � �y � � i ) + (y�j � �y � � j )

+( yij � yi � � y�j + �y)

Elevando al cuadrado,sumandopara todo i; j y teniendo en cuenta 10.9, como los pro-
ductos cruzadosseanulan (puedeprobarsecon algo de esfuerzo),obtenemos

X
(yij � � � � i � � j )2 =

X
( �y � � )2 +

X
(yi � � �y � � i )2 (10.11)

+
X

(y�j � �y � � j )2

+
X

(yij � yi � � y�j + �y)2

Entonces10.11,con las restricciones10.9,alcanzasu m��nimo para

�̂ = �y �̂ i = yi � � �y �̂ j = y�j � �y (10.12)

de modo que la sumade cuadradosresidual es

SCR=
X

i;j

(yij � yi � � y�j + �y)2 (10.13)
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Obs�erveseque
yij = �̂ + �̂ i + �̂ j + eij

siendoeij la estimaci�on del t�ermino de error

eij = yij � yi � � y�j + �y

Finalmente, SCR tiene n � r = ab� (a+ b� 1) = (a � 1)(b� 1) gradosde libertad, luego

�̂ 2 = SCR=[(a � 1)(b� 1)]

esun estimadorcentrado de la varianza del dise~no.

Hip�otesis lineales

La hip�otesisde que el factor principal A no essigni�cativ o (no hay efecto�la) es

H A
0 : � 1 = � � � = � a = 0 (10.14)

An�alogamente, la hip�otesispara B (no hay efectocolumna), es

H B
0 : � 1 = � � � = � b = 0 (10.15)

El rango de H A
0 esa � 1, mientras que el de H B

0 esb� 1.
Vamosa obtener el test F adecuadopara contrastar la hip�otesis10.15.Consideremosla
siguiente descomposici�on fundamental de la sumade cuadrados(que demostraremosm�as
adelante)

X

i;j

(yij � �y)2 = b
X

i

(yi � � �y)2 + a
X

j

(y�j � �y)2

+
X

i;j

(yij � yi � � y�j + �y)2

SCT = SCF + SCC + SCR (10.16)

donde SCT es la suma de cuadradostotal, SCF la suma de cuadradosentre �las, SCC

la sumade cuadradosentre columnasy SCR la sumade cuadradosresidual (ver cuadro
10.4). La sumade cuadradosresidual bajo el modelo 10.8es10.13.
Ahora bien, si la hip�otesis10.15escierta, el modelo sereducea la forma

yij = � + � i + � ij

quecorrespondeal modelo de un solofactor. La sumade cuadradosresidual (ver secci�on
10.2) ser�a entonces

SCRH =
X

i;j

(yij � yi �)2

puestoque para cada i , las observacionesyi 1; : : : ; yib hacenel papel de r�eplicas.Pero de
la identidad

yij � yi � = (y�j � �y) + (yij � yi � � y�j + �y)

elevandoal cuadradoy teniendoencuenta quelos productoscruzadostambi�enseanulan,
deducimos

SCRH = SCC + SCR
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Luegopodemosdecidir si puedeaceptarseo no la hip�otesis10.15utilizando el estad��stico

F =
SCC=(b� 1)

SCR=[(a � 1)(b� 1)]
(10.17)

cuya distribuci�on bajo H0 esF con b� 1 y (a � 1)(b� 1) gradosde libertad.
An�alogamente seprocedepara estudiarel efecto�la. As�� pues,graciasa la descomposici�on
fundamental 10.16es posible contrastar las dos hip�otesis10.14y 10.15con los mismos
c�alculosque deben disponerseen forma de tabla (ver tabla 10.4).

Fuente de sumade cuadrados
variaci�on cuadrados g.l. medios F

Entre �las SCF = b
P

i (yi � � �y)2 a � 1 SCF =(a � 1) SCF =(a� 1)
SCR=[(a� 1)(b� 1)]

Entre col. SCC = a
P

j (y�j � �y)2 b� 1 SCC=(b� 1) SCC =(b� 1)
SCR=[(a� 1)(b� 1)]

Residuo SCR= (a � 1)(b� 1) SCR
(a� 1)(b� 1)P

i;j (yij � yi � � y�j + �y)2

Total SCT =
P

i;j (yij � �y)2 ab� 1

Cuadro10.4:Tabla del An�alisisde la Varianzapara dise~nosdedosfactoressin interacci�on

Cuandoel efectodela variablebloqueno essigni�cativ o sepuedeconsiderarel modelom�as
simple con un solo factor, prescindiendode los bloques.Sin embargo, si hay diferencias
entre los bloques,el modelo en bloquesaleatorizadosesmucho m�ase�caz en la detecci�on
de diferenciasentre tratamientos.
Finalmente, si sedeseacomparardosnivelesdeun mismofactor, plantearemosla hip�otesis
parcial

H A(ij )
0 : � i = � j o bien H B (ij )

0 : � i = � j

seg�un setrate de factor �la o columna.El estad��stico utilizado en el primer casoser�a

t =
yi � � yj �p

SCR=[(a � 1)(b� 1)]

p
b=2

cuya distribuci�on bajo la hip�otesis es una t de Student con (a � 1)(b � 1) grados de
libertad. An�alogamente, para comparardosnivelesdel factor columna,utilizaremos

t =
y�i � y�jp

SCR=[(a � 1)(b� 1)]

p
a=2

con la misma distribuci�on que el estad��stico anterior si la hip�otesisescierta.
Por otra parte, en Ugarte[69, sec.8.8] puedenversealgunosejemplosde comparaciones
m�ultiples para estemodelo.
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Coe�cien tes de determinaci� on parcial

El coe�ciente de determinaci�on sede�ne como

R2 = 1 �
SCR
SCT

=
SCF + SCC

SCT

De modo que los coe�cientes de determinaci�on parcial

R2
F =

SCF

SCT
R2

C =
SCC

SCT

indican el porcentaje de la variabilidad total explicada por el factor principal y por el
factor bloque, respectivamente.

Descomp osici�on fundamen tal de la suma de cuadrados

Vamosa probar la descomposici�on aditiva 10.16en sumasde cuadrados.Para ello expre-
saremosel modelo 10.8en notaci�on vectorial

Y = � 1 +
X

i

� i u i +
X

j

� j v j + � (10.18)

siendo

1 = (1; 1; : : : ; 1;1; 1; : : : ; 1;: : : ; 1; 1; : : : ; 1)0

u1 = (1; 0; : : : ; 0;1; 0; : : : ; 0;: : : ; 1; 0; : : : ; 0)0

...

ua = (0; : : : ; 0; 1;0; : : : ; 0; 1;: : : ; 0; : : : ; 0; 1)0

v1 = (1; 1; : : : ; 1;0; 0; : : : ; 0;: : : ; 0; 0; : : : ; 0)0

...

vb = (0; 0; : : : ; 0;0; 0; : : : ; 0;: : : ; 1; 1; : : : ; 1)0

La matriz de dise~no ampliada es

X = (1; u1; : : : ; ua; v1; : : : ; vb)

y esevidente que 10.18esequivalente a

Y = X � + �

siendo� = (�; � 1; : : : ; � a; � 1; : : : ; � b)0.
Severi�ca

u0
i 1

u i 2 = 0 i 1 6= i 2; u0
i u i = b

u0
i v j = 1

v0
j 1

v j 2 = 0 j 1 6= j 2; v0
j v j = a

Sustituyendoen 10.18los par�ametrospor susestimacionesMC obtenemos

Y � �̂ 1 =
X

i

�̂ i u i +
X

j

�̂ j v j + e
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Como e es ortogonal al subespaciogeneradopor las columnas de X (teorema 2.4.2),
tendremos

u0
i e = v0

j e = 0

Entonces

kY � �̂ 1k2 =
X

i

�̂ 2
i ku i k2 +

X

j

�̂ 2
j kv j k2 +

X

i;j

�̂ i �̂ j u0
i v j + kek2

Pero
X

i;j

�̂ i �̂ j =
X

i;j

(yi � � �y)(y�j � �y)

=
X

i;j

(yi � � �y)y�j � �y
X

i;j

(yi � � �y)

=
X

j

y�j

X

i

(yi � � �y) � �y
X

j

X

i

(yi � � �y) = 0

pues
P

i (yi � � �y) = 0.
Luego

kY � �̂ 1k2 =
X

i

�̂ 2
i ku i k2 +

X

j

�̂ 2
j kv j k2 + kek2

lo que demuestra la descomposici�on fundamental 10.16.

Ejemplo 10.3.1

Para estudiar las diferencias entre los efectos de 4 fertilizantes sobre la producci�on de
patatas, sedispusode 5 �nc as, cada una de las cualessedividi�o en 4 parcelasdel mismo
tama~no y tipo. Los fertilizantes fueron asignadosal azar en las parcelasde cada �nc a. El
rendimiento en toneladasfue

Finca
Fert. 1 2 3 4 5

1 2;1 2;2 1;8 2;0 1;9
2 2;2 2;6 2;7 2;5 2;8
3 1;8 1;9 1;6 2;0 1;9
4 2;1 2;0 2;2 2;4 2;1

Algunosgr�a�c os exploratorios pueden verseen la �gur a 10.4 de la p�agina 213.
Se trata de un dise~no en bloquesaleatorizados. Este dise~no utiliza el modelo 10.8 y es
especialmente utilizado en experimentaci�on agr��cola. El objetivo es comparar a = 4 tra-
tamientos (fertilizantes en estecaso) utilizando b= 5 bloques(�nc as) y repartiendo alea-
toriamente los a tratamientosen cada uno de los bloques(los fertilizantes son asignados
al azar en las parcelas de cada �nc a). Para una correcta aplicaci�on de estedise~no debe
haber m�axima homogeneidaddentro de cada bloque, de modo que el efecto bloque sea el
mismo para todos los tratamientos.
Interesapuessaber si hay diferenciassigni�c ativas entre los tratamientos � i y entre los
bloques� j estableciendo con este�n las hip�otesis lineales10.14 y 10.15 respectivamente.
Los resultadosobtenidosson

�y = 2;14 y1� = 2;00 y2� = 2;56 y3� = 1;84 y4� = 2;16
y�1 = 2;050 y�2 = 2;175 y�3 = 2;075 y�4 = 2;225 y�5 = 2;175

192



Bloques
1 1 2 4 3
2 4 3 2 1
3 2 1 4 3
4 3 1 4 2
5 2 4 3 1

Cuadro 10.5:Formaci�on correctade bloquesy asignaci�on al azar de los tratamientos

La tabla del An�alisis de la Varianza (ver tabla 10.4) es

Fuente variaci�on sumacuadrados g.l. cuadradosmedios
Entre fertiliz. 1;432 3 0;477
Entre �nc as 0;088 4 0;022
Residuo 0;408 12 0;034
Total 1;928 19

El estad��stico F para comparar las �nc as es

F =
0;022
0;034

= 0;65

con 4 y 12 gradosde libertad. Como no essigni�c ativo, admitimos queno hay diferencias
entre las �nc as. Asimismo, para comparar los fertilizantes, el estad��stico F es

F =
0;477
0;034

= 14;04

con 3 y 12 grados de libertad. Dado que es muy signi�c ativo podemosadmitir que hay
diferenciasentre los fertilizantes.
Como el efecto del factor bloque no es signi�c ativo podemosconsiderar el modelo de un
factor, a~nadiendola sumade cuadradosentre �nc as al residuo.

Fuente variaci�on sumacuadrados g.l. cuadradosmedios
Entre fertiliz. 1;432 3 0;477
Residuo 0;496 16 0;031
Total 1;928 19

El estad��stico F vale 15;39 lo quemuestra una signi�c ativa diferencia entre fertilizantes.

10.4. Dise ~no de dos factores con in teracci�on

Supongamosquela variableobservableest�a in
uida por doscausasdevariabilidad A y B,
cona y bnivelesrespectivamente. Peroahora,a diferenciadel dise~no dela secci�on anterior,
los dosfactorestienen a priori la misma importancia y aceptamosa~nadir un nuevo efecto
denominadointeracci�on entre factores.Entonceses precisodisponer de r observaciones
por casilla, porque con una sola unidad experimental para cadacombinaci�on de niveles,
el modelo tendr��a m�as par�ametros que observacionesy la varianza del modelo no ser��a
estimable.
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Podemosdisponer los datos de la siguiente manera

B1 B2 : : : Bb

y111 y121 y1b1

A1 y112 y122 : : : y1b2
...

...
...

y11r y12r y1br
...

...
...

...
ya11 ya21 yab1

Aa ya12 ya22 : : : yab2
...

...
...

ya1r ya2r yabr

Indicaremoslas mediascon la siguiente notaci�on

yi �� =
1
br

X

j ;k

yij k y�j � =
1
ar

X

i;k

yij k

yij � =
1
r

X

k

yij k y��� = �y =
1

abr

X

i;j ;k

yij k

Mo delo aditiv o con in teracci�on

En estemodelosuponemosqueel efecto�la (efectodebidoal factor A) y el efectocolumna
(efecto debido al factor B) son aditivos, pero aceptamostambi�en la presenciadel efecto
interacci�on. En otras palabras,el modelo lineal es

yij k = � + � i + � j + 
 ij + � ij k (10.19)

para todo i = 1; : : : ; a; j = 1; : : : ; b; k = 1; : : : ; r y donde

� = media general

� i = efectodel nivel A i de A

� j = efectodel nivel B j de B


 ij = interacci�on entre los nivelesA i y B j

Para determinar todos los par�ametros,seimponentambi�en las restriccionesnaturales
X

i

� i =
X

j

� j =
X

i


 ij =
X

j


 ij = 0 (10.20)

con lo cual el modelo dependede

1 + (a � 1) + (b� 1) + (a � 1)(b� 1) = ab (10.21)

par�ametros.
La interacci�on 
 ij debe a~nadirsepara prever el casode que no severi�que la aditividad
supuestaen 10.8.Indicando � ij = E(yij k), la interacci�on mide la desviaci�on respectoa un
modelo totalmente aditivo


 ij = � ij � � � � i � � j (10.22)
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Por otra parte, diremosque un dise~no esde rango completosi el n�umero de par�ametros
es igual al n�umero de condicionesexperimentales, es decir, al n�umero de �las distintas
de la matriz de dise~no. En un dise~no queno esde rangocompletohay menospar�ametros
que condicionesexperimentales, por lo que en realidad \admitimos" que los datos se
ajustan al modelopropuesto.Por ejemplo,enel dise~no sin interacci�on tenemos(ver 10.10)
a + b � 1 < ab, luego admitimos de partida el modelo 10.8. Sin embargo, este modelo
puede no ser cierto y de hecho existe la llamada prueba de Tukey para comprobarlo
(ver Pe~na[54, p�ag. 104] y Hoaglin et al.[39, p�ags. 268-273]).En cambio, por 10.21, el
modelo 10.19poseetantos par�ametroscomocondicionesexperimentales de variabilidad,
de modo que es v�alido por construcci�on. En general,un modelo de rango completo se
ajusta intr��nsecamente a los datos sin problemas.No obstante, para poder estimar todos
los par�ametrosesnecesariodisponer de m�as de una r�eplica por condici�on experimental.
Esta esla raz�on por la cual la interacci�on no puedeser incluida en 10.8.
El modelo 10.19puedeser reparamentrizado en la forma

yij k = � ij + � ij k (10.23)

Pasamosdel modelo 10.23al 10.19mediante las transformaciones

� =
1
ab

X

i;j

� ij � i =
1
b

 
X

j

� ij

!

� �

� j =
1
a

 
X

i

� ij

!

� � 
 ij = � ij � � � � i � � j

(10.24)

Estimaci� on de los par �ametros

Consideremosla identidad

yij k � � � � i � � j � 
 ij = ( �y � � ) + (yi �� � �y � � i )

+( y�j � � �y � � j )

+( yij � � yi �� � y�j � + �y � 
 ij )

+( yij k � yij �)

Elevandoal cuadradoy teniendoen cuenta las restricciones10.20,los productoscruzados
seanulan y queda

X

i;j ;k

(yij k � � � � i � � j � 
 ij )2 =
X

i;j ;k

( �y � � )2 +
X

i;j ;k

(yi �� � �y � � i )2

+
X

i;j ;k

(y�j � � �y � � j )2

+
X

i;j ;k

(yij � � yi �� � y�j � + �y � 
 ij )2

+
X

i;j ;k

(yij k � yij �)2

(10.25)

Como el �ultimo t�ermino de estaexpresi�on no dependede los par�ametros,esf�acil ver que
las estimacionesMC son

�̂ = �y �̂ i = yi �� � �y �̂ j = y�j � � �y 
̂ ij = yij � � yi �� � y�j � + �y (10.26)
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mientras que la sumade cuadradosresidual es

SCR=
X

i;j ;k

(yij k � yij �)2

que tiene ab(r � 1) gradosde libertad. Luegola estimaci�on de la varianza es

�̂ 2 = SCR=[ab(r � 1)]

Por otra parte, considerando10.23y 10.24podemosobtener las estimaciones10.26por
otro camino. Es obvio que las estimacionesde � ij son

�̂ ij = yij �

Interpretando �; � i ; � j ; 
 ij como funciones param�etricas sobre el modelo 10.23, por el
teorema de Gauss-Markov, sus estimacionesse obtendr�an sustituyendo � ij por yij � en
10.24,lo que nosdar�a 10.26.

Hip�otesis lineales

En el dise~no de dos factorescon interacci�on, las hip�otesisde mayor inter�esson

H A
0 : � 1 = � � � = � a = 0 (no hay efecto�la)

H B
0 : � 1 = � � � = � b = 0 (no hay efectocolumna)

H AB
0 : 
 ij = 0 8i; j (no hay interacci�on)

Los rangossona � 1, b� 1 y (a � 1)(b� 1) respectivamente.
A �n de deducir el test F correspondiente, consideremosla siguiente descomposici�on
fundamental de la sumade cuadrados

X

i;j ;k

(yij k � �y)2 = br
X

i

(yi �� � �y)2 + ar
X

j

(y�j � � �y)2

+ r
X

i;j

(yij � � yi �� � y�j � + �y)2

+
X

i;j ;k

(yij k � yij �)2

Esta relaci�on, quesepuedeprobar conalgodeesfuerzo,la expresaremosbrevemente como

SCT = SCF + SCC + SCI + SCR

dondeSCT esla sumade cuadradostotal, SCI esla sumade cuadradoscorrespondiente
a la interacci�on, etc.
Consideremosahorala hip�otesisH A

0 . La sumadecuadradosresidualesSCR.Supongamos
la hip�otesiscierta, entoncesel modelo 10.19seconvierte en

yij k = � + � j + 
 ij + � ij k

Adem�as, como no hay � i , el m��nimo de 10.25,es decir, la suma de cuadradosresidual
bajo H A

0 es
SCRH =

X
(yi �� � �y)2 +

X
(yij k � yij �)2 = SCF + SCR
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Luegosi H A
0 escierta (teorema5.3.1) tendremosque

F =
(SCRH � SCR)=(a � 1)

SCR=[ab(r � 1)]
=

SCF =(a � 1)
SCR=[ab(r � 1)]

siguela distribuci�on F (a � 1; ab(r � 1)).
La obtenci�on del test F para decidir sobre H B

0 y H AB
0 es an�aloga. En la pr�actica, los

c�alculossuelendisponerseen forma de tabla (ver tabla 10.6).

Fuente de sumade cuadrados
variaci�on cuadrados g.l. medios F

Entre �las SCF = br
P

i (yi �� � �y)2 a � 1 SCF =(a � 1) SCF =(a� 1)
SCR=[ab(r � 1)]

Entre col. SCC = ar
P

j (y�j � � �y)2 b� 1 SCC=(b� 1) SCC =(b� 1)
SCR=[ab(r � 1)]

Interacci�on SCI = r
P

i;j (yij � � yi �� (a � 1)(b� 1) SCI
(a� 1)(b� 1)

SCI =[(a� 1)(b� 1)]
SCR=[ab(r � 1)]

� y�j � + �y)2

Residuo SCR=
P

i;j ;h(yij h � yij �)2 ab(r � 1) SCR
ab(r � 1)

Total SCT =
P

i;j ;h(yij h � �y)2 abr � 1

Cuadro10.6:Tabla del An�alisisdela Varianzapara dise~nosdedosfactoresconinteracci�on

Ejemplo 10.4.1

Se desean comparar tres genotipos distintos de Drosophila melanogaster, observandosi
existendiferenciasdeviabilidadsembrando100y 800huevos.De estemodo, para cadauna
de las 6 casillas del experimento (3 genotipos � 2 siembras) se dispusieron 6 preparados
(6 r�eplicas) y al cabo del tiempo su�ciente de ser sembrados los huevos,se obtuvo el
porcentaje de huevosquehab��an eclosionado.Los resultadosfueron:

Huevos Genotipo
sembrados ++ + � ��

100 93 94 93 95;5 83;5 92 92 91 90
90 93 86 92;5 82 82;5 95 84 78

800 83;3 87;6 81;9 84 84;4 77 85;3 89;4 85;4
80;1 79;6 49;4 67 69;1 88;4 87;4 52 77

El n�umero X dehuevoseclosionadospor casilla siguela distribuci�on binomial con n = 100
�o n = 800. Para normalizar la muestra aplicaremosla transformaci�on

Y = arcsen

r
X
n

= arcsen

r
porcentaje

100

Los datos transformadosson:
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Huevos Genotipo
sembrados ++ + � ��

100 74;7 75;8 74;7 77;8 66 73;6 73;6 72;5 71;6
71;6 74;7 68 74;1 64;9 65;3 77;1 66;4 62

800 65;9 69;4 64;8 66;4 66;7 61;3 67;5 71 67;5
63;5 63;1 44;7 54;9 56;2 70;1 69;2 46;1 61;3

Con estosdatosse dibujan los gr�a�c os de la �gur a 10.1 queavanzanel resultado�nal.
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100 800
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y
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Figura 10.1:Gr�a�cos del an�alisis exploratorio de los datos del ejemplo10.4.1

A continuaci�on se calculan las siguientesmedias:

y11� = 73;231 y12� = 70;271 y13� = 70;534 y21� = 61;899
y22� = 62;626 y23� = 63;781 y1�� = 71;346 y2�� = 62;769
y�1� = 67;565 y�2� = 66;449 y�3� = 67;158 �y = 67;057

Con ellas podemosobtenerentonces la tabla del An�alisis de la Varianza para un dise~no
de dos factores con interacci�on:

Fuente variaci�on sumacuadrados g.l. cuadradosmedios F
Entre siembras 662;086 1 662;086 14;833
Entre genotipos 7;665 2 3;832 0;086
Interacci�on 35;354 2 17;677 0;396
Residuo 1339;094 30 44;636
Total 2044;199 35
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A la vista de los valores F obtenidos,se concluye que no es signi�c ativa la diferencia
entre genotipos ni la interacci�on, pero s�� existendiferenciassigni�c ativas sembrando 100
o 800 huevos,siendoel porcentaje de eclosionesmayor en el primer caso, ya que seg�un
parece al haber menoshuevos,las larvas disponen de m�as alimento.
Observaci�on: cuando un factor no es signi�c ativo, la interacci�on generalmente tampoco
lo es.

10.5. Descomp osici�on ortogonal de la variabilidad

En las seccionesanteriores han sido tratados los dise~nos de uno y dos factoresy se ha
estudiadoc�omo descomponer adecuadamente la variabilidad. Los dise~nos en los que in-
tervienentres o m�asfactorespuedenestudiarsetambi�en descomponiendoadecuadamente
la variabilidad total

SCT =
X

(yij :::m � �y)2

en diferentes sumasde cuadrados,m�as una suma de cuadradosresidual. Veamosc�omo
debe procedersepara un dise~no de cuatro factoresque indicaremosA, B , C y D, con a,
b, c y d nivelesrespectivamente. Distinguiremosdoscasos:

(a) D es el factor r�eplica, es decir, d es el n�umero de r�eplicas para cada condici�on
experimental o combinaci�on de los nivelesde los factoresA, B , C. El modelo lineal
es

yij kr = � + � A
i + � B

j + � C
k + � AB

ij + � AC
ik + � B C

j k + � AB C
ij k + � ij kr

para i = 1; : : : ; a; j = 1; : : : ; b; k = 1; : : : ; c; r = 1; : : : ; d y siendo

yij kr = r�eplica r para los nivelesi; j ; k de A; B ; C

� = media general

� A
i ; � B

j ; � C
k = efectosprincipalesde A; B ; C

� AB
ij ; � AC

ik ; � B C
j k = interaccionesentre los factoresA y B, A y C, B y C

� AB C
ij k = interacci�on entre los tres factores

� ij kr = desviaci�on aleatoria N (0; � )

Debe imponersela restricci�on de que la suma(respecto a uno o dossub��ndices)de
los par�ametros� seaigual a cero.

(b) D esun verdaderofactor con d niveles,de modo que el dise~no dependede cuatro
factorescon una solaobservaci�on por casilla. El modelo es

yij km = � + � A
i + � B

j + � C
k + � D

m + � AB
ij + � AC

ik + � AD
im + � B C

j k + � B D
j m + � CD

km

+ � AB C
ij k + � AB D

ij m + � AC D
ik m + � B CD

j km + � ij km

La interpretaci�on de los par�ametrosesan�aloga.
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La tabla 10.7 contiene la descomposici�on de la variabilidad. Los sumatoriosdeben des-
arrollarsepara todos los sub��ndicesi; j ; k; m, veri�c�andosepor lo tanto

SCA =
X

i;j ;k;m

(yi ��� � �y)2 = bcd
X

i

(yi ��� � �y)2

SCB =
X

i;j ;k;m

(y�j �� � �y)2 = acd
X

j

(y�j �� � �y)2

SCB C = ad
X

j ;k

(y�j k� � y�j �� � y��k� + �y)2

etc�etera.

Cuadro 10.7: Descomposici�on ortogonal de la suma de cuadradoscorrespondiente a un
dise~no de cuatro factores

Fuente de
variaci�on sumade cuadrados gradosde libertad

A
P

(yi ��� � �y)2 a � 1
B

P
(y�j �� � �y)2 b� 1

C
P

(y��k� � �y)2 c � 1
D

P
(y���m � �y)2 d � 1

AB
P

(yij �� � yi ��� � y�j �� + �y)2 (a � 1)(b� 1)
AC

P
(yi �k� � yi ��� � y��k� + �y)2 (a � 1)(c � 1)

AD
P

(yi ��m � yi ��� � y���m + �y)2 (a � 1)(d � 1)
BC

P
(y�j k� � y�j �� � y��k� + �y)2 (b� 1)(c � 1)

BD
P

(y�j �m � y�j �� � y���m + �y)2 (b� 1)(d � 1)
CD

P
(y��km � y��k� � y���m + �y)2 (c � 1)(d � 1)

AB C
P

(yij k� � yij �� � yi �k� � y�j k� (a � 1)(b� 1)(c � 1)
+ yi ��� + y�j �� + y��k� � �y)2

AB D
P

(yij �m � yij �� � yi ��m � y�j �m (a � 1)(b� 1)(d � 1)
+ yi ��� + y�j �� + y���m � �y)2

ACD
P

(yi �km � yi �k� � yi ��m � y��km (a � 1)(c � 1)(d � 1)
+ yi ��� + y��k� + y���m � �y)2

BCD
P

(y�j km � y�j k� � y�j �m � y��km (b� 1)(c � 1)(d � 1)
+ y�j �� + y��k� + y���m � �y)2

AB CD
P

(yij km � yij k� � yij �m � yi �km � y�j km (a � 1)(b� 1)(c � 1)(d � 1)
+ yij �� + yi �k� + y�j k� + yi ��m + y�j �m

+ y��km � yi ��� � y�j �� � y��k� � y���m + �y)2

Total
P

(yij km � �y)2 abcd� 1

Estassumasde cuadradospuedenreunirseconvenientemente, sumandotambi�en los gra-
dos de libertad, seg�un el tip o de dise~no factorial para obtener la suma de cuadrados
residual.Veamostres casos:

1) Supongamosque setrata de un dise~no de tres factoresy r�eplicas,comoel descrito
en (a). Entonces:

SCT = SCA + SCB + SCC + SCAB + SCAC + SCB C + SCAB C + SCR
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siendola sumade cuadradosresidual

SCR = SCD + SCAD + SCB D + SCCD + SCAB D + SCAC D + SCB CD + SCAB CD

=
X

(yij km � yij k�)2

con (d � 1) + � � � + [(a � 1)(b� 1)(c � 1)(d � 1)] = abc(d � 1) gradosde libertad.

Para estudiar, por ejemplo,si la interacci�on entre A y B essigni�cativ a, calculare-
mos

F =
SCAB =[(a � 1)(b� 1)]

SCR=[abc(d � 1)]

y consultaremosla tabla F con (a � 1)(b� 1) y abc(d � 1) gradosde libertad.

2) Supongamosque setrata de un dise~no de 4 factorescon una sola observaci�on por
casilla, comoel descrito en (b). Entonces:

SCT = SCA + SCB + SCC + SCD + SCAB + � � �+ SCCD + +SCAB C + � � �+ SCB CD + SCR

siendoSCR= SCAB CD la sumadecuadradosresidual.La signi�caci�on delosefectos
principaleso las interaccionesdeber�a efectuarsedividiendo por SCAB CD .

3) SupongamosqueC esun factor (por ejemplo,un factor bloque) queno interacciona
con A; B y que D esun \factor r�eplica". Entonces

SCT = SCA + SCB + SCC + SCAB + SCR

siendo

SCR= SCD + SCAC + SCAD + � � � + SCCD + SCAB C + SCAB D + SCB CD + SCAB CD

la sumade cuadradosresidual.

La formulaci�on generalde estadescomposici�on de la sumade cuadradospermite abordar
muchos tip os de dise~nos que resulten de la combinaci�on de varios factores,con una sola
r�eplica por casilla, o con el mismo n�umero de r�eplicaspor casilla (dise~nos balanceados).
En estecaso,las r�eplicasseconsiderancomoun factor formal y el residuoestar�a formado
por todaslas sumasde cuadradosen los queintervieneel factor r�eplica.Las interacciones
no presentes en un determinadomodelo (por condicionesexperimentales o por cocientes
F claramente no signi�cativ os) sea~nadenal residuo.Esta formulaci�on generalno permite
tratar ciertos dise~noscomocuadradoslatinos, bloquesincompletosbalanceados,etc.
Esta descomposici�on ortogonal,para un n�umerocualquierade factores,puedeprogramar-
sepor ordenadorsiguiendoel algoritmo propuestopor Hartley[36].
La principal di�cultad de estosdise~nos es la gran cantidad de observacionesnecesarias,
de modo que en la pr�actica no se considerandise~nos con m�as de cuatro factores. En
algunoscasosse puedesuponer que las interaccionesaltas son nulas y estimar el resto
de par�ametros. �Esta es la propuestade los dise~nos en cuadradoslatinos y greco-latinos
quepermiten estimar los efectosprincipalesconel m��nimo de observaciones(ver Pe~na[54,
p�ag. 116-128]y Cuadras[20, p�ag. 261-262]).
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10.5.1. Descomp osici�on de la variabilidad en algunos dise~nos

Indicando simb�olicamente por A; B ; AB ; : : : ; T las sumasde cuadradosSCA ,SCB , SCAB ,
: : : ; SCT , exponemosseguidamente diferentes dise~nos del An�alisis de la Varianza, pre-
sentando la descomposici�on de la variabilidad. Algunos dise~nos han sido tratados en las
seccionesanteriores de estecap��tulo.
1. Un factor y r �eplicas

yij = � + � i + � ij

T = A + R + AR

Entre grupos A a � 1
Residuo R + AR ar � a

2. Dos factores con una observaci�on por casilla

yij = � + � i + � j + � ij

T = A + B + AB

Entre �las A a � 1
Entre columnas B b� 1
Residuo AB (a � 1)(b� 1)

3. Dos factores con in teracci�on

yij k = � + � i + � j + 
 ij + � ij k

T = A + B + R + AB + AR + BR + AB R

Efecto �la A a � 1
Efecto columna B b� 1
Interacci�on AB (a � 1)(b� 1)
Residuo R + AR + BR + AB R ab(r � 1)

4. Dos factores con in teracci�on en blo ques aleatorizados

yij k = � + � i + � j + bk + 
 ij + � ij k

T = A + B + R + AB + AR + BR + AB R

Efecto �la A a � 1
Efecto columna B b� 1
Efecto bloque R r � 1
Interacci�on AB (a � 1)(b� 1)
Residuo AR + BR + AB R (ab� 1)(r � 1)

Este modelo seutiliza cuandosecombinan dosfactoresA; B y seobtienenr�eplicasorga-
nizadasen bloques.El factor bloque tiene un efectoprincipal, pero no interaccionacon
A; B .
5. Tres factores con una observaci�on por casilla

yij k = � + � i + � j + � k + (� � ) ij + (� � ) ik + (� � ) j k + � ij k
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T = A + B + C + AB + AC + BC + AB C

Efecto A A a � 1
Efecto B B b� 1
Efecto C C c � 1
Interacci�on A � B AB (a � 1)(b� 1)
Interacci�on A � C AC (a � 1)(c � 1)
Interacci�on B � C BC (b� 1)(c � 1)
Residuo AB C (a � 1)(b� 1)(c � 1)

6. Tres factores con r observaciones por casilla

yij km = � + � i + � j + � k + (� � ) ij + (� � ) ik + (� � ) j k + (� � 
 ) ij k + � ij km

T = A + B + C + R + AB + AC + AR + BC + BR + CR
+ AB C + AB R + ACR + BCR + AB CR

Efecto A A a � 1
Efecto B B b� 1
Efecto C C c � 1
Interacci�on A � B AB (a � 1)(b� 1)
Interacci�on A � C AC (a � 1)(c � 1)
Interacci�on B � C BC (b� 1)(c � 1)
Interacci�on A � B � C AB C (a � 1)(b� 1)(c � 1)
Residuo R + AR + BR + CR + AB R abc(r � 1)

+ ACR + BCR + AB CR

7. Dise ~no de parcela dividida

yij k = � + � i + 
 j + bk + (� 
 ) ij + (� b) ik + + � ij k

T = A + C + B + AC + AB + CB + ACB

Tratamiento principal A a � 1
Subtratamiento C c � 1
Bloque B b� 1
Interacci�on A � C AC (a � 1)(c � 1)
Interacci�on A � B AB (a � 1)(b� 1)
Residuo CB + ACB a(b� 1)(c � 1)

B1 A2 A1 A3 A4

C1 C2 C2 C1 C2 C1 C1 C2

B2 A1 A3 A4 A2

C2 C1 C2 C1 C1 C2 C1 C2

B3 A3 A4 A2 A1

C1 C2 C1 C2 C2 C1 C2 C1

Este dise~no seutiliza en investigaci�on agr��cola, tambi�en en otras cienciasexperimentales,
para comparar a tratamientos (factor A) que se asignan aleatoriamente en b bloques
o �ncas (factor B), a raz�on de a tratamientos por bloque. Se divide cada una de las
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ab parcelasy se asignanal azar c subtratamientos (f actorC), tal como se ilustra en el
esquemapara el casoa = 4, b= 3, c = 2. Sesuponequeact�uan los efectosprincipalesA,
B y C, la interacci�on A � C y la interacci�on A � B . La interacci�on entre A y losbloqueses
debida a que estosno puedenconsiderarsecompletamente homog�eneos.Sin embargo, se
suponeque cadauna de las ab parcelasdentro de los bloquesson homog�eneas,de modo
que los subtratamientos C no interaccionancon los bloques.
Para la signi�caci�on de C y la interacci�on A � C debe calcularse

FC =
C=(c � 1)

(CB + AB C)=[a(b� 1)(c � 1)]
FAC =

AC=[(a � 1)(c � 1)]
(CB + AB C)=[a(b� 1)(c � 1)]

Para estudiar la signi�caci�on del factor A y del factor bloque debe calcularse

FA =
A=(a � 1)

AB =[(a � 1)(b� 1)]
FB =

B=(b� 1)
AB =[(a � 1)(b� 1)]

10.5.2. Estimaci� on de par �ametros y c�alculo del residuo

La estimaci�on de los efectosprincipales y las interaccionesse obtienen utilizando los
t�erminosque intervienen en las correspondientes sumasde cuadrados(ver tabla 10.7).
Por ejemplo,en un estudio de dos factorescon interacci�on en bloquesaleatorizados,las
estimacionesson:

�̂ = �y �̂ i = yi �� � �y �̂ j = y�j � � �y

b̂k = y��k � �y 
̂ ij = yij � � yi �� � y�j � + �y

Sepuedeaplicar una regla sencillapara encontrar la expresi�on algebraicadel residuo.En
el dise~no citado, cuyo modelo es

yij k = � + � i + � j + bk + 
 ij + � ij k

sustituiremoslos par�ametrospor susestimaciones

yij k = �y + (yi �� � �y) + (y�j � � �y) + (y��k � �y)

+( yij � � yi �� � y�j � + �y) + eij k

Para que exista identidad entre yij k y el t�ermino de la derecha, la estimaci�on de la des-
viaci�on aleatoria eij k debe ser

eij k = yij k � yij � � y��k + �y

El residuocorrespondiente al dise~no de dos factorescon interacci�on en bloquesaleatori-
zadosesentonces X

i;j ;k

e2
ij k =

X

i;j ;k

(yij k � yij � � y��k + �y)2

f�ormula que coincidecon AR + BR + AB R.
Esta regla sirve para todoslos dise~nosqueadmiten descomposici�on ortogonal de la suma
de cuadrados.Por poner otro ejemplo, para el dise~no de parceladividida secomprueba
de estemodo que la estimaci�on de la desviaci�on aleatoria es

eij k = yij k � yi �k � yij � + yi ��

204



Ejemplo 10.5.1

Con el �n de valorar la acci�on de los hongosxil�ofagossobre la madera, se han tomado
240 muestras de madera procedentede toconesde Pinus silvestris, clasi�cadosatendiendo
simult�aneamente a 4 factores (edad, orientaci�on, altura y profundidad). La descripci�on
de los factores es:

Edad (E): A~nos transcurridosdesdela fecha de tala (1,4,7,10 o 13 a~nos).

Orien taci�on (O): N ,S,E,O seg�un la ubicaci�on de la muestra en el toc�on.

Altura (A): 0; 2; 5; 15 expresadaen cm contadosa partir de la super�cie de corte.

Profundidad (P): 0; 2; 5 expresadaen cm contadosradialmentea partir de la super�cie
lateral.

Cada una de las 5 � 4 � 4 � 3 = 240 muestras era en realidad la homogeneizaci�on de 3
muestras procedentesde 3 toconesdistintos pero de las mismascaracter��sticas en cuanto
a la edad, orientaci�on, altura y profundidad.
Seestudiaron 8 variablesqu��micas.Para la variablequemed��a la cantidad dehemicelulosa,
se obtuvola siguientedescomposici�on ortogonal de la sumade cuadrados:

Fuente de Sumade Gradosde Cuadrados
variaci�on cuadrados libertad medios F

E 1227;53 4 306;88 59;21
O 51;94 3 17;31 3;34
A 58;59 3 19;53 3;76
P 18;04 2 9;02 1;74
EO 152;70 12 12;72 2;45
EA 137;13 12 11;42 2;20
EP 72;22 8 9;03 1;74
OA 54;60 9 6;06 1;17
OP 37;26 6 6;21 1;20
AP 21;04 6 3;50 0;68
EOA 189;89 36 5;27 1;01
EOP 145;12 24 6;04 1;16
EAP 132;22 24 5;50 1;06
OAP 60;70 18 3;37 0;65
EOAP 373;19 72 5;18

Total 2732;64 239

Losdatosseadaptana un dise~no de4 factorescon una observaci�on por casilla. El residuo
es la sumade cuadradosindicada simb�olicamentepor EOAP y su valor es373;19 con 72
gradosde libertad. Un exameninicial de los cocientesF de la tabla, obtenidosdividiendo
los cuadrados medios por 373;19=72 = 5;18, para un nivel de signi�c aci�on de 0;05 nos
lleva a las siguientesconclusiones:

a) Sonsigni�c ativos losefectosprincipalesE,O,A. No essigni�c ativo el efecto principal
P.
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b) Son signi�c ativas las interacciones EA y EO. No son signi�c ativas el resto de las
interacciones.

Prescindiendode los efectos no signi�c ativos, resultaun dise~no de tres factores(E,O,A),
de los cualesinteraccionan E con A y E con O (edad con altura y edad con orientaci�on).
A~nadiendo las correspondientessumasde cuadrados al residuo, obtenemosla siguiente
tabla:

Fuente de Sumade Gradosde Cuadrados
variaci�on cuadrados libertad medios F

E 1227;53 4 306;88 56;97
O 51;94 3 17;31 3;21
A 58;59 3 19;53 3;63
EO 152;70 12 12;72 2;36
EA 137;13 12 11;42 2;12
Residuo 1104;26 205 5;39

Total 2732;64 239

Seobservaquesigueexistiendovariabilidad signi�c ativa respecto E,O y A. Tambi�en son
signi�c ativas las interacciones EO y EA. Por lo tanto, se con�rman las conclusiones
iniciales. Una estimaci�on insesgadade la varianza � 2 es �̂ 2 = 5;39.

10.6. Diagnosis del mo delo

Una vezdecididoel modelo, calculadoslos par�ametrosy contrastadas las hip�otesissobre
los par�ametros, es necesariocomprobar si las hip�otesis esencialesdel modelo lineal se
cumplen.En casocontrario debemosanalizar las consecuenciasy si esprecisoun cambio
de modelo. Para ello y como en el caso de los modelos de regresi�on (ver cap��tulo 9)
realizaremosun completoan�alisisde los residuos.Comoya seha explicado,dicho an�alisis
debe comprobar la normalidad, la independenciay la aleatoriedad, la no existenciade
valoresat��picos y la homocedasticidad.As�� pues,en esta secci�on vamosa comentar los
aspectosespec���cos de estetema en el casode los modelosde An�alisis de la Varianza.
Podemosempezarpor una exploraci�on previa de las observaciones,especialmente gr�a�ca,
como puedeser un diagrama de cajas m�ultiple o, cuando el n�umero de datos seamuy
peque~no, un gr�a�co de puntos comoel de la tabla 10.2.
Una vezresueltoel modelo, podemosrealizar el estudiodescriptivo y gr�a�co de la distri-
buci�on de los residuos.En estesentido los gr�a�cos propuestosen 9.1.3,comodiagramas
de dispersi�on frente a las previsiones(medias en cada grupo), QQ-plots, etc., nos pro-
porcionar�an mucha informaci�on sobrela veracidadde las hip�otesisb�asicasde un modelo
lineal normal.
Por otra parte, comola mayor��a dedise~nosrespondena una situaci�on experimental, siem-
pre conviene representar los residuosrespecto a su ��ndice temporal de observaci�on. Con
ello podemosdetectarposiblescambiosen lascondicionesexperimentalesqueprovocar��an
una correlaci�on indeseableo una alteraci�on en la variabilidad experimental. Por ejemplo,
esto �ultimo ocurre cuandosemani�esta el llamado efectode aprendizaje.
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La falta de normalidad no esun problemagrave. Aunque las observacionesno siganla ley
normal, los contrastes son esencialmente v�alidos y sedice que el An�alisis de la Varianza
esen estecasouna t�ecnica robusta. Sin embargo, la no normalidad s�� afectaa la precisi�on
de la estimaci�on de la varianza del modelo y su estimaci�on por intervalos.
El efecto de varianzas desigualesen los grupos afecta al contraste F si el n�umero de
observacionesen cadagrupo esdiferente (m�ax ni =m��n ni > 2). En casocontrario, cuando
el n�umero de r�eplicaspor casilla esel mismo, el contraste F esbastante robusto incluso
cuando las varianzas son fuertemente distintas (por ejemplo en una relaci�on 1 a 30).
Por supuesto,una fuerte desigualdadde la varianza del error en los grupos s�� in
uy e
marcadamente en la estimaci�on de � 2.
En algunoscasossepuedeaplicar algunatransformaci�on paraconseguirhomocedasticidad
(ver Pe~na[p�ag. 59][54]).
En cuanto a efectuar un contraste formal de igualdad de varianzasantes del test F , es
mejor utilizar un test robusto frente a la falta de normalidad comoel test de Levene(ver
6.7.3y Ugarte[69, p�ag.375]).Si losdatossedesv��an ligeramente de la normalidad, estova
a afectar poco al test F , pero mucho a un test de varianzasno robusto, muy dependiente
de la normalidad.
Finalmente, el efectode dependenciaentre observacionespuedesermuy grave, ya quelas
f�ormulas para las varianzasde las distribucionesmuestralesde las mediasson inv�alidas
en este caso,por lo que todos los c�alculos sobre la precisi�on de los estimadoresser�an
err�oneos.El procedimiento m�as e�caz para prevenir la dependenciaesla aleatorizaci�on.

Ejemplo 10.6.1

Con el modelo lineal propuestoen el ejemplo10.2.1 sepueden realizar los gr�a�c os de los
residuosque se presentanen la �gur a 10.2. No se observanpatolog��as que hagandudar
de las hip�otesisb�asicas del modelo.

Ejemplo 10.6.2

Con los datosdel ejemplo10.3.1y el modelom�as simple tras el contrastesecalculan (ver
p�agina 214) los residuosestandarizadosquetenemosen la tabla 10.8. S�olo hay un residuo

prod fert finca ajustado resid resid.std atipico
1 2.1 A 1 2.00 0.10 0.57
2 2.2 A 2 2.00 0.20 1.14
3 1.8 A 3 2.00 -0.20 -1.14
4 2.0 A 4 2.00 0.00 0.00
5 1.9 A 5 2.00 -0.10 -0.57
6 2.2 B 1 2.56 -0.36 -2.04 *
7 2.6 B 2 2.56 0.04 0.23
8 2.7 B 3 2.56 0.14 0.80
9 2.5 B 4 2.56 -0.06 -0.34

10 2.8 B 5 2.56 0.24 1.36
11 1.8 C 1 1.84 -0.04 -0.23
12 1.9 C 2 1.84 0.06 0.34
13 1.6 C 3 1.84 -0.24 -1.36
14 2.0 C 4 1.84 0.16 0.91
15 1.9 C 5 1.84 0.06 0.34
16 2.1 D 1 2.16 -0.06 -0.34
17 2.0 D 2 2.16 -0.16 -0.91
18 2.2 D 3 2.16 0.04 0.23
19 2.4 D 4 2.16 0.24 1.36
20 2.1 D 5 2.16 -0.06 -0.34

Cuadro 10.8:Residuosestandarizadosdel ejemplo10.3.1
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Figura 10.2:Gr�a�cos para el an�alisis de los residuosdel ejemplo10.2.1

ligeramenteat��pico, situado en las colas del 5%, y marcado con un asterisco.
Los gr�a�c os de estosresiduos,como en el ejemplo anterior, tampoco muestran ning�un
indicio de apartarse de las hip�otesisb�asicas del modelo lineal.

Ejemplo 10.6.3

En el an�alisis de los residuosdel ejemplo10.4.1con el modelosimpli�c adoa un factor, el
factor signi�c ativo siembra, seobservandosresiduosestandarizadoscon valoresat��picos:
� 2;84 (p < 0;007) y � 2;61 (p < 0;01). Habr��a queestudiar estosdos resultados.
Los gr�a�c os pueden verseen la �gur a 10.3.

10.7. Dise ~nos no balanceados y observaciones faltan-
tes

Un dise~no experimental (observacionesy modelo del experimento) puededescribirseme-
diante el modelo lineal Y = X � + � , donde X es la matriz de dise~no ampliada. Sean
n1; : : : ; nk los n�umerosde r�eplicaspara cada una de las condicionesexperimentales (ver
secci�on 2.7).Exceptoel dise~no deun factor, losdem�asdise~nosdebentenerel mismon�ume-
ro de r�eplicaspor condici�on experimental. Sin embargo,en las aplicacionesno siemprees
posible mantener tal restricci�on. Adem�as, las r�eplicasde alguna condici�on experimental
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Figura 10.3:Gr�a�cos para el an�alisis de los residuosdel ejemplo10.4.1

puedenperderse(un tubo de ensayo que se rompe, unos datos que se extrav��an, etc.).
Veamoscomopuedenser tratados ambos problemas.
Dado el modelo lineal Y = X � + � , diremosque correspondea:

1) Un dise~no balanceadosi n1 = n2 = � � � = nk 6= 0.

2) Un dise~no no balanceadosi ni 6= nj para alg�un i; j .

3) Un dise~no con observacionesfaltantes si ni = 0 para alg�un i .

Supongamosque X R es la matriz de dise~no reducida \est�andar" para un dise~no experi-
mental determinado.Los dise~nosno balanceadosy con observacionesfaltantes sepueden
manejar, sin modi�car X R , utilizando

D = diag(n1; n2; : : : ; nk)

Adoptemos el convenio de que si ni = 0 para alg�un i , la correspondiente observaci�on
contenida en Y sesustituye por 0 y en el vector de medias �Y = ( �y1; �y2; : : : ; �yk)0 setoma
�yi = 0. Entoncesseveri�ca

b� = (X 0
RDX R)� X 0

RD �Y

SCR= Y 0Y � b�
0
X 0

RD �Y

SCRH � SCR= (A b� )0(A (X 0
RDX R)� A 0)� 1(A b� )
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siendoH0 : A � = 0 una hip�otesiscontrastable. La matriz M que relacionaX con X R

mediante X = MX R sede�ne comoen la secci�on 2.7,pero a~nadiendouna �la de cerosen
el lugar correspondiente a una casillacon observacionesfaltantes (ver Cuadras[20]). Para
otros tratamientos del casono balanceadoy de las observacionesfaltantesv�easeSeber[65,
p�ag. 259,290-300].

Ejemplo 10.7.1

Consideremosun dise~no de dos factores A; B sin interacci�on, con a = 2, b = 3, n11 = 1,
n12 = 2, n13 = 0, n21 = 3, n22 = 0, n23 = 1; es decir, no balanceado y con observaciones
faltantes en los nivelesA1B3 y A2B2. Entonces, para los par�ametros �; � 1; � 2; � 1; � 2; � 3,
tenemos:

X R =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

M =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

D = (1; 2; 0; 3; 1; 0)

X = MX R =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

10.8. Ejemplos con R

Empezamospor reproducir el ejemplo10.2.1con el dise~no de un factor. En primer lugar
introducimos los datos en una tabla. Observemos en especial la de�nici�on del vector
tratam comofactor.

> y<-c(22,18,30,15,17,20,28,35,19,33,10,5,0,14,18)
> tratam<-factor(c(rep("D",5),rep("B",5),rep("P",5)))
> pacientes<-data.frame(y,tratam)
> design.table(pacientes)

B D P
1 20 22 10
2 28 18 5
3 35 30 0
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4 19 15 14
5 33 17 18

A continuaci�on podemospresentar alg�un gr�a�co de los datos comoun diagramade cajas
o un gr�a�co de puntos (ver �gura de la tabla 10.2).

> par(pty="s")
> boxplot(split(y,tratam))
> par(pty="s")
> dotplot(formula=tratam~y,data=pacientes)

El An�alisis de la Varianza serealiza con la funci�on aov.

> aov(y~tratam,data=pacientes)
Call:

aov(formula = y ~ tratam, data = pacientes)

Terms:
tratam Residuals

Sumof Squares 790.5333 558.4000
Deg. of Freedom 2 12

Residual standard error: 6.821535 Estimated effects are balanced

Aunquepara obtenerla tabla 10.3del An�alisisdela Varianzaesmejor asignarel resultado
en la forma

> pacientes.aov<-aov(y~tratam,data=pacientes)
> summary(pacientes.aov)

Df Sumof Sq MeanSq F Value Pr(F)
tratam 2 790.5333 395.2667 8.494269 0.005031871

Residuals 12 558.4000 46.5333

Observemosqueel estad��stico F essigni�cativ o, de forma queserechazala hip�otesisnula
de igualdad de tratamientos.
Las estimacionesde los par�ametros� i son �̂ i = yi � � �y

> model.tables(pacientes.aov)

Tables of effects

tratam
B D P

8.0667 1.4667 -9.5333

y las estimacionesde las medias�̂ = �y; �̂ + �̂ i = yi � son

> model.tables(pacientes.aov,type="mean")

Tables of meansGrand mean
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18.933

tratam
B D P

27.0 20.4 9.4

Los residuosestandarizadosde estemodelo secalculan f�acilmente:

> ECM<-deviance(pacientes.aov)/pacientes.aov$df.residual;ECM
[1] 46.53333
> resstd<-residuals(pacientes.aov)/sqrt(ECM)

Nos interesa adem�as se~nalar los residuosat��picos, si los hay. Para ello de�nimos una
escalade tres estrellasque corresponde a las colas de probabilidad 0;007, 0;01 y 0;05,
respectivamente.

> outlier<-as.character(ifelse(abs(resstd)>2.698,"***",
+ ifelse(abs(resstd)>2.576,"**",
+ ifelse(abs(resstd)>1.96,"*"," "))))

La siguiente tabla muestra los resultados:

> cbind(pacientes,ajustado=fitted(pacientes.aov),
+ resid=round(residuals(pacientes.aov),2),
+ resid.std=round(resstd,2),atipico=outlier)

y tratam ajustado resid resid.std atipico
1 22 D 20.4 1.6 0.23
2 18 D 20.4 -2.4 -0.35
3 30 D 20.4 9.6 1.41
4 15 D 20.4 -5.4 -0.79
5 17 D 20.4 -3.4 -0.50
6 20 B 27.0 -7.0 -1.03
7 28 B 27.0 1.0 0.15
8 35 B 27.0 8.0 1.17
9 19 B 27.0 -8.0 -1.17

10 33 B 27.0 6.0 0.88
11 10 P 9.4 0.6 0.09
12 5 P 9.4 -4.4 -0.65
13 0 P 9.4 -9.4 -1.38
14 14 P 9.4 4.6 0.67
15 18 P 9.4 8.6 1.26

Los gr�a�cos de la �gura 10.2sehan obtenido con las siguientes instrucciones:

> par(mfrow=c(2,2))
> boxplot(resstd,xlab="residuos estandarizados")
> title("a) Diagrama de caja")
> qqnorm(resstd,xlab="cuantiles de la normal",ylab="residuos est.")
> qqline(resstd)
> title("b) QQ-plot")
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> plot((1:length(resstd)),resstd,type="p",xlab="i",ylab="resi duos est.")
> title("c) residuos est. vs index")
> plot(fitted(pacientes.aov),resstd,xlab="predicciones",ylab= "re si duos est.")
> title("d) residuos est. vs predicciones")

Veamosahora la reproducci�on del ejemplo10.3.1.Primero la introducci�on de los datos:

> prod<-c(2.1,2.2,1.8,2.0,1.9,2.2,2.6,2.7,2.5,2.8,1.8,
+ 1.9,1.6,2.0,1.9,2.1,2.0,2.2,2.4,2.1)
> fert<-c(rep(1,5),rep(2,5),rep(3,5),rep(4,5))
> fert<-factor(fert,labels=c("A","B","C","D"))
> finca<-rep(c(1,2,3,4,5),4)
> finca<-factor(finca)
> problema<-data.frame(prod,fert,finca)
> rm(prod,fert,finca)
> problema

Con la �ultima instrucci�on veremosla tabla con todos los datos.
Ahora podemospresentar algunosgr�a�cos descriptivos comolos de la �gura 10.4.

> par(mfrow=c(1,3),pty="s")
> plot.factor(prod~fert,data=problema)
> title("a) Diagrama de cajas")
> plot.factor(prod~finca,data=problema)
> title("b) Diagrama de cajas")
> interaction.plot(finca,fert,prod)
> title("c) Poligonos")
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Figura 10.4:Gr�a�cos para la exploraci�on de los datos del ejemplo10.3.1

Tambi�en sepuedenobtener otros gr�a�cos con las instrucciones:

> plot.design(prod~fert,fun="mean") # Medias de prod por fert
> plot.design(problema,fun="median") # Medianas de prod
> dotplot(fert ~ prod | finca, data = problema)
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Con la �ultima seobtieneun conjunto degr�a�cos depuntos, uno para cadanivel del factor
bloque, en estecasolas �ncas.
A continuaci�on secalcula el An�alisis de la Varianza:

> attach(problema)
> problema.aov<-aov(prod~fert+finca,data=problema)
> summary(problema.aov)

Df Sumof Sq MeanSq F Value Pr(F)
fert 3 1.432 0.4773333 14.03922 0.0003137

finca 4 0.088 0.0220000 0.64706 0.6395716
Residuals 12 0.408 0.0340000

Ahora sepuedencalcular las estimacionesde los efectosy las medias.

> efectos<-model.tables(problema.aov);efectos

Tables of effects

fert
A B C D

-0.14 0.42 -0.30 0.02

finca
1 2 3 4 5

-0.090 0.035 -0.065 0.085 0.035
> medias<-model.tables(problema.aov,type="means");medias

Tables of means
Grand mean

2.14

fert
A B C D

2.00 2.56 1.84 2.16

finca
1 2 3 4 5

2.050 2.175 2.075 2.225 2.175

Comoel efectodel factor bloqueno essigni�cativ o, podemosevaluar la tabla del An�alisis
de la Varianza del modelo con el factor principal:

> simple.aov<-aov(prod~fert,data=problema)
> summary(simple.aov)

Df Sumof Sq MeanSq F Value Pr(F)
fert 3 1.432 0.4773333 15.39785 0.00005624767

Residuals 16 0.496 0.0310000

El an�alisis de los residuosdebe hacersecon simple.aov .
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> ECM<-deviance(simple.aov)/simple.aov$df.residual;ECM
[1] 0.031
> resstd<-residuals(simple.aov)/sqrt(ECM)
> outlier<-as.character(ifelse(abs(resstd)>2.698,"***",
+ ifelse(abs(resstd)>2.576,"**",
+ ifelse(abs(resstd)>1.96,"*"," "))))
> cbind(problema,ajustado=fitted(simple.aov),
+ resid=round(residuals(simple.aov),2),
+ resid.std=round(resstd,2),atipico=outlier)

El resultado puedeverseen la tabla 10.8 de la p�agina 207. Los gr�a�cos del an�alisis de
estosresiduossepuedenrealizar con las mismasinstruccionesque en el ejemploanterior
y sonmuy parecidosa los de la �gura 10.2.
Veamosahora c�omo seprocedecon los datos del ejemplo10.4.1.

> huevos<-c(93,94,93,90,93,86,
+ 95.5,83.5,92,92.5,82,82.5,
+ 92,91,90,95,84,78,
+ 83.3,87.6,81.9,80.1,79.6,49.4,
+ 84,84.4,77,67,69.1,88.4,
+ 85.3,89.4,85.4,87.4,52,77)
> genotipo<-c(rep(1,6),rep(2,6),rep(3,6),rep(1,6),rep(2,6) ,re p(3,6 ))
> siembra<-c(rep(1,18),rep(2,18))
> genotipo<-factor(genotipo,labels=c("++","+-","--"))
> siembra<-factor(siembra,labels=c("100","800"))
> y<-asin(sqrt(huevos/100))
> y<-y*180/pi
> split(round(y,2),genotipo)
...
> problema<-data.frame(y,siembra,genotipo)
> rm(y,siembra,genotipo)
> attach(problema)
> par(mfrow=c(2,3))
> plot.factor(y~siembra,data=problema)
> title("a) Diagrama de cajas")
> plot.factor(y~genotipo,data=problema)
> title("b) Diagrama de cajas")
> plot.design(problema,fun="mean")
> title("c) Medias")
> plot.design(problema,fun="median")
> title("d) Medianas")
> interaction.plot(genotipo,siembra,y)
> title("e) Poligonos")

Este conjunto de gr�a�cos puedeverseen la �gura 10.1. Se intuye la falta de diferencias
signi�cativ asentre losgenotipos,mientras hay una clara diferenciaentre lasdossiembras.
Tambi�en esevidente la no interacci�on entre los dos factores.
A continuaci�on resolvemosel An�alisisde la Varianzacon los dosfactoresy su interacci�on.
Observemosque la f�ormula que seintroduceen la funci�on aov es
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siembra + genotipo + siembra:genotipo == siembra*genotipo

> problema.aov<-aov(y~siembra*genotipo,data=problema)
> summary(problema.aov)

Df Sumof Sq MeanSq F Value Pr(F)
siembra 1 662.086 662.0865 14.83286 0.0005736

genotipo 2 7.665 3.8323 0.08585 0.9179521
siembra:genotipo 2 35.354 17.6772 0.39603 0.6764562

Residuals 30 1339.094 44.6365

> medias<-model.tables(problema.aov,type="means");medias

El an�alisis de los residuossehacecon el modelo simple. Ver �gura 10.3.

> simple.aov<-aov(y~siembra,data=problema)
> summary(simple.aov)

Df Sumof Sq MeanSq F Value Pr(F)
siembra 1 662.086 662.0865 16.28734 0.00029224

Residuals 34 1382.113 40.6504
> ECM<-deviance(simple.aov)/simple.aov$df.residual;ECM
[1] 40.65038
> resstd<-residuals(simple.aov)/sqrt(ECM)
> par(mfrow=c(2,2))
> boxplot(resstd,xlab="residuos estandarizados")
> title("a) Diagrama de caja")
> qqnorm(resstd,xlab="cuantiles de la normal",ylab="residuos est.")
> qqline(resstd)
> title("b) QQ-plot")
> plot((1:length(resstd)),resstd,type="p",xlab="i",ylab="resi duos est.")
> title("c) residuos est. vs index")
> plot(fitted(simple.aov),resstd,xlab="predicciones",ylab="re sid uos est.")
> title("d) residuos est. vs predicciones")
> outlier<-as.character(ifelse(abs(resstd)>2.698,"***",
+ ifelse(abs(resstd)>2.576,"**",
+ ifelse(abs(resstd)>1.96,"*",""))))
> cbind(problema,ajustado=fitted(simple.aov),
+ resid=round(residuals(simple.aov),2),
+ resid.std=round(resstd,2),atipico=outlier)
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10.9. Ejercicios

Ejercicio 10.1

Los siguientes datos correspondena los��ndicesde mortalidad, en un per��odo de 10 a~nos,
clasi�cadospor estaciones.Determinar si hay diferenciassigni�cativ asentre las diferentes
estacionesal nivel 0;01.

Invierno Primavera Verano Oto~no
9;8 9;0 8;8 9;4
9;9 9;3 9;4
9;8 9;3 8;7 10;3

10;6 9;2 8;8 9;8
9;9 9;4 8;6 9;4

10;7 9;1 8;3 9;6
9;7 9;2 8;8 9;5

10;2 8;9 8;7 9;6
10;9 9;3 8;9 9;5
10;0 9;3 9;4

Por otra parte, >di�ere signi�cativ amente de 10;0 el ��ndice medio registradoen invierno?

Ejercicio 10.2

Para el dise~no de un factor con k niveles

yih = � + � i + � ih i = 1; : : : ; k; h = 1; : : : ; ni

con
P

� i = 0, demostrar:

a) La relaci�on entre el contraste de la raz�on de verosimilitud � y el contraste F para
la hip�otesisH0 : � 1 = � � � = � k = 0 es

� =
�

1 +
k � 1
n � k

F
� � n=2

b) El valor esperadode los cuadradosmediosentre grupos es

E(CME ) = � 2 +
1

k � 1

X
ni � 2

i

c) Cuando H0 escierta y m��nf n1; : : : ; nkg ! 1 , entoncesF
P

� ! 1.

d) Si k = 2, el contraste F para la hip�otesis

H0 : � 1 = � 2 = 0

esequivalente al contraste t de Student para comparar las medias� + � 1, � + � 2

de dospoblacionesnormalessuponiendoque las varianzasson iguales.

Ejercicio 10.3

La siguiente tabla registra las produccionesde 4 variedadesde ma��z, plantadas seg�un un
dise~no en bloquesaleatorizados
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Variedad
1 2 3 4

a 7 6 6 7
b 10 8 7 9

Bloque c 6 3 5 7
d 4 3 3 3
e 8 5 5 6

Al nivel 0;05 estudiar si hay diferenciasentre variedadesy entre bloques.Comparar la
variedad 1 con la variedad 3.

Ejercicio 10.4

En una experienciaagr��cola en la quesecombina a~no congenotipo, seadmite el siguiente
modelo

yik r = � + � i + � k + 
 ik + ! ir + � ik r (10.27)

donde yik r es la longitud de la planta, � i i = 1; : : : ; 5 es el efectoprincipal del a~no, � k

k = 1; 2; 3 esel efectoprincipal del genotipo, 
 ik esla interacci�on genotipo � a~no, ! ir es
una interacci�on de las r�eplicascon los a~nos y � ik r esel t�ermino de error con distribuci�on
N (0; � 2). La tabla 10.9presenta la descomposici�on ortogonal de la sumade cuadrados.

g.l. SC Y Y � T T
A (a~no) 4 742 412 630
B (genotipo) 2 118 105 110
C (bloque) 3 74 87 97
AB 8 647 630 521
AC 12 454 478 372
BC 6 87 63 79
AB C 24 345 247 270

Cuadro 10.9:Tabla con las sumasde cuadradospara el dise~no 10.27

Sepide:

a) Hallar la expresi�on algebraicadel residuo y encontrar tres estimacionesindepen-
dientes de � 2.

b) Estudiar si los efectosprincipalesy las interaccionessonsigni�cativ as (nivel 0;05).

Observaci�on: La variable T esuna variable concomitante y su utilidad ser�a estudiadaen
el siguiente cap��tulo. Por este motivo, las columnascorrespondientes a Y � T y T no
tienen inter�esahora.

Ejercicio 10.5

En un estudio sobre viabilidad de Drosophila melanogasterse tienen en cuenta los si-
guientes factores:

Genotipo (G): seestudian3 genotipos distintos
Generaci�on (N ): el experimento serepite durante 4 generacionessucesivas
Temperatura (T): incubaci�on a 17 y 25 gradoscent��grados
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Seobtuvieron 5 r�eplicaspara cada una de las combinacionesde los 3 factores.El expe-
rimento se realiz�o sembrando 100 huevos y anotando el n�umero de huevos eclosionados
(esto constituye una r�eplica). Despu�esde transformar adecuadamente los datos origina-
les (ver ejemplo 10.5.1), seobtuvo la siguiente descomposici�on ortogonal de la suma de
cuadrados(R esel factor r�eplica)

SC g.l.
G 621 2
N 450 3
T 925 1
R 347 4
GN 35 6
GT 210 2
GR 48 8
N T 23 3
N R 34 12
TR 110 4
GN T 75 6
GN R 17 24
GTR 22 8
N TR 11 12
GN TR 107 24

Sepide:

a) Sabiendoque las interaccionesentre 2 o 3 factoresen las que intervengael factor
N no forman parte del modelo lineal asociado al dise~no, estudiar la signi�caci�on de
los efectosprincipalesy de las interacciones(nivel de signi�caci�on: 0;01).

b) Hallar tres estimacionesinsesgadasde la varianza � 2 del dise~no estoc�asticamente
independientes.
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Cap��tulo 11

An �alisis de Comp onentes de la
Varianza

11.1. In tro ducci�on

En losdise~nosdel cap��tulo anterior hemossupuestoquelosefectosdelosfactoresson�jos,
elegidospor el experimentador, y por estemotivo sedenominanmodelosde efectos�jos.
Se trataba de investigar el efectoque producen algunosniveles�jados sobrela variable
respuesta.Sin embargo, en ciertas situacionesesnecesariointerpretar los efectosde los
factorescomoaleatorios.En estosdise~nos los nivelesno seeligen,sino que seconsideran
una muestraal azar.A los modelosrelacionadoscon los efectosaleatoriosselesdenomina
modelosde efectos aleatorios.
En el casode dise~nos con efectos�jos estamosinteresadosen estimar el efecto de los
diversosnivelessobre la respuesta.Por el contrario, en los dise~nos de efectosaleatorios
dicha estimaci�on no tiene sentido y buscaremossaber si el efectoexistey, si as�� es,conocer
su efectosobrela variabilidad con la estimaci�on de las varianzasasociadas.Por ello este
estudio seconoce con el nombre de An�alisis de Componentesde la Varianza.
Tambi�enpuedenpresentarseefectosdeambostip osenun mismomodelo:sonlos llamados
modelosmixtos. Veamoscomodistinguirlos mediante ejemplos.

Un mo delo de efectos �jos

Una experiencia agr��cola consisti�o en comparar la producci�on de cuatro variedadesde
ma��z. Para ello, se plantaron las cuatro variedadesen 40 parcelasid�enticas, 10 por va-
riedad. Transcurrido el tiempo necesariose recolect�o, estudi�andosela variable \p esode
ma��z por parcela".
Un modelo adecuadopara analizar estaexperienciaesel de un factor

yij = � + � i + � ij i = 1; 2; 3; 4; j = 1; 2; : : : ; 10

yij es la observaci�on j del nivel i , es decir, la producci�on de la
parcelaj de la variedad i

� esla media general
� i esun par�ametro �jo y representa el efectode la variedad i
� ij esel error aleatorio con distribuci�on N (0; � )
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La hip�otesisde inter�esen esteestudio es

H0 : � 1 = � 2 = � 3 = � 4 = 0

esdecir, no hay efectovariedad y las cuatro puedenconsiderarsehomog�eneasen cuanto
a la productividad.

Un mo delo de efectos aleatorios

Para determinar el contenido en DNA de los hepatocitos de rata hemostomado al azar
cinco ratas. De cada h��gado realizamostres preparacionesy evaluamoscon las t�ecnicas
adecuadasla cantidad de DNA por c�elula.
Un modelo apropiadopara estosdatos ser��a tambi�en el de un factor

yij = � + A i + � ij i = 1; 2; : : : ; 5; j = 1; 2; 3

pero la diferencia respecto al anterior estriba en que A i no esun par�ametro �jo sino el
efectoaleatorio de la rata i que procedede una poblaci�on de ratas en la cual sesupone
que la variable (cantidad DNA / c�elula hep�atica) sigue una distribuci�on N (�; � y). La
distribuci�on de los A i es N (0; � A ) que se supone independiente de los errores � ij con
distribuci�on N (0; � ).
La hip�otesisde inter�esen estecasoes

H0 : � 2
A = 0

lo queequivale a a�rmar queno hay variabilidad entre las distintas ratas de la poblaci�on
respecto la variable estudiada.

Un mo delo mixto

Para un estudiosobrela ecolog��a deun lagosehan elegidoal azarcuatro tardesdeverano
y seha medido la variable temperatura a diferentes profundidades(0,1,2,3,4y 5 metros).
Nuestroobjetivo esexaminarmediante losdatosobtenidossi hay diferenciassigni�cativ as
entre profundidadesy d��as.
El modelo adecuadoen estecasoesel de dos factoressin interacci�on

yij = � + � i + B j + � ij i = 1; 2; : : : ; 6; j = 1; 2; 3; 4

yij esla temperatura a la profundidad i en el d��a j
� esla media general
� i esun par�ametro �jo y representa el efectode la profundidad i
B j esel efectoaleatoriodel d��a j y sigueuna distribuci�on N (0; � B )
� ij esel error aleatorio con distribuci�on N (0; � )

La hip�otesisde que la temperatura no var��a con la profundidad es

H0 : � 1 = � � � = � 6 = 0

mientras que la hip�otesisde queexistehomogeneidadentre los diferentes d��as del verano
es

H0 : � 2
B = 0
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11.2. Con traste de hip�otesis

El tratamiento mediante An�alisis de la Varianza de dise~nos con efectosaleatorioses,en
general,muy similar al casode efectos�jos en dise~nosbalanceados,existiendodiferencias
solamente cuandoexisten interacciones.En dise~nos no balanceadosel an�alisis esmucho
m�as complejo.

11.2.1. Los test F

Para realizar los contrastesprincipalesutilizaremoslos test F adaptadosa cadasituaci�on
y que justi�caremos en la secci�on 11.3. La tabla 11.1 muestra los cuadradosmedios
esperadosy el cociente a efectuarpara obtener la F en dise~nosde uno y dosfactorescon
efectos�jos, aleatorioso mixtos. Por ejemplo,en el dise~no de dosfactoressin interacci�on
severi�ca

E[SCRB =(b� 1)] = E(CMB ) = � 2 +
a

b� 1

X

j

� 2
j

si los efectosson �jos y
E(CMB ) = � 2 + a� 2

B

si losefectossonaleatorios.Observemosqueparaestedise~no y el deun factor, loscocientes
F son igualestanto si setrata de efectosaleatorioscomode efectos�jos.
Sin embargo, en el dise~no de dos factorescon interacci�on, los cocientes F di�eren seg�un
el modelo seade efectos�jos, aleatorioso mixto:

a) El modelo de efectos�jos ya ha sido ampliamente tratado en la secci�on 10.4.

b) Si los dos factores son aleatorios, los cocientes F que deben calcularsepara las
distintas hip�otesisson

H0 : � 2
A = 0 F =

SCRA =(a � 1)
SCRI =[(a � 1)(b� 1)]

H 0
0 : � 2

B = 0 F =
SCRB =(b� 1)

SCRI =[(a � 1)(b� 1)]

H 00
0 : � 2

AB = 0 F =
SCRI =[(a � 1)(b� 1)]

SCR=[ab(r � 1)]

En los dos primeros casosesnecesariodividir por la interacci�on para hallar la F .
En efecto,si H0 escierta � 2

A = 0 y entoncesSCRA =(� 2 + r � 2
AB ) y SCRI =(� 2 + r � 2

AB )
siguendistribucionesji-cuadrado independientes con a � 1 y (a � 1)(b� 1) grados
de libertad respectivamente. Luego

F =
CMA

CMI

siguela distribuci�on F con a � 1 y (a � 1)(b� 1) gradosde libertad. Observemos
queel t�ermino desconocido � 2 + r � 2

AB desaparece.Podemosrealizar consideraciones
an�alogaspara H 0

0 y H 00
0 .
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EFECTOS FIJOS EFECTOS ALEA TORIOS MIXTOS

(A ¯jo, B aleatorio)

suma de cuadradosmedios cuadradosmedios cuadradosmedios

cuadrados esperados F esperados F esperados F

SCRA ¾2 + 1
k¡ 1

P
ni ®2

i CMA =CMR ¾2 + n0¾2
A CMA =CMR

un factor (n0 = n1 = : : : = nk )

SCR ¾2 ¾2

SCRA ¾2 + b
a¡ 1

P
®2

i CMA =CMR ¾2 + b¾2
A CMA =CMR ¾2 + b

a¡ 1

P
®2

i CMA =CMR

dos factores SCRB ¾2 + a
b¡ 1

P
¯ 2

j CMB =CMR ¾2 + b¾2
B CMB =CMR ¾2 + a¾2

B CMB =CMR

SCR ¾2 ¾2 ¾2

SCRA ¾2 + br
a¡ 1

P
®2

i CMA =CMR ¾2 + r ¾2
AB + br¾2

A CMA =CMI ¾2 + r ¾2
AB + br

P
®2

i
a¡ 1 CMA =CMI

dos factores SCRB ¾2 + ar
b¡ 1

P
¯ 2

j CMB =CMR ¾2 + r ¾2
AB + ar¾2

B CMB =CMI ¾2 + ar¾2
B CMB =CMR

con in teracci¶on SCRI ¾2 +
r

P
° 2

ij

(a¡ 1)( b¡ 1) CMI =CMR ¾2 + r ¾2
AB CMI =CMR ¾2 + r ¾2

AB CMI =CMR

SCR ¾2 ¾2 ¾2

C
uadro

11.1:T
abla

de
los

cuadrados
m

edios
esperados

y
el

cociente
a

efectuar
para

obtenerla
F

en
dise~nos

de
uno

y
dos

factorescon
efectos�jos,

aleatorioso
m

ixtos
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c) Si A es�jo y B esaleatorio, los cocientes F a efectuarson

H0 : � 1 = � � � = � a = 0 F =
SCRA =(a � 1)

SCRI =[(a � 1)(b� 1)]

H 0
0 : � 2

B = 0 F =
SCRB =(b� 1)

SCR=[ab(r � 1)]

H 00
0 : � 2

AB = 0 F =
SCRI =[(a � 1)(b� 1)]

SCR=[ab(r � 1)]

En estecasosolamente el efectoprincipal de A debe serdividido por la interacci�on.
En efecto, si H0 es cierta � i = 0 i = 1; : : : ; a y entonces SCRA =(� 2 + r � 2

AB ) y
SCRI =(� 2 + r � 2

AB ) siguendistribuciones ji-cuadrado independientes. Al realizar el
cociente para obtener la F desapareceel t�ermino � 2 + r � 2

AB .

En cambio, para � 2
B = 0 (H 0

0 cierta), tenemosque

SCRB =� 2 SCRI =(� 2 + � 2
AB ) SCR=� 2

siguendistribuciones ji-cuadrado independientes entre s�� con b� 1, (a � 1)(b � 1)
y ab(r � 1) g.l. respectivamente. Luego es necesariopara obtener la F realizar el
cociente entre CMB =� 2 y CMR=� 2 de modo que el t�ermino desconocido � 2 desapa-
rezca.Observemosque dividiendo por la interacci�on los t�erminos� 2 y � 2 + � 2

AB no
seanulan, imposibilitando el c�alculo de la F .

Ejemplo 11.2.1

Sedesea estudiar y comparar la acci�on de tresf�armacos tranquilizantesA, B C en la con-
ducci�on deautom�oviles.La variablequesirvi�o dereferencia fue el tiempo queun individuo
tarda en iniciar la frenadaante la puestarepentina en rojo de un sem�aforo. Seeligieron
8 hombresal azar y sesometi�o a cada hombre a los 3 tratamientos,en per��odossucesivos
y secuenciasal azar, mediante el procedimiento del dobleciego (ni el m�edico ni el pacien-
te saben cual es el f�armaco suministrado en un determinadomomento). Los resultados
fueron, en mil�esimasde segundo(cada dato es el promedio de varias observaciones):

1 2 3 4 5 6 7 8
A 548 619 641 846 517 876 602 628

Tratamiento B 519 776 678 858 493 741 719 595
C 637 818 701 855 618 849 731 687

Como hay tres tratamientos �jos y ocho individuos elegidosal azar de la poblaci�on, nos
encontramosante un dise~no mixto, dondeel efecto individuo (efecto bloque) esaleatorio.
Las hip�otesisa contemplar son

H0 : � 1 = � 2 = � 3 (no hay efecto tratamiento)

H 0
0 : � 2

B = 0 (no hay homogeneidadentre individuos)

donde� 2
B es la varianza del efecto individuo. La tabla del An�alisis de la Varianza es

Fuente de sumade cuadrados
variaci�on cuadrados g.l. medios F
Entre tratam. 27535;6 2 13767;79 5;15
Entre individuos 258040;7 7 36862;95 13;78
Residuo 37451;1 14 2675;08
Total 323027;4 23
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Para 2 y 14g.l. F = 5;15essigni�c ativa al nivel 0;025, aceptamospuesquehaydiferencias
entre f�armacos. Para 7 y 14 g.l. F = 13;78 es signi�c ativa al nivel 0;005, aceptamosque
hay variabilidad entre individuos.

11.2.2. Estimaci� on de los comp onentes de la varianza

Una estimaci�on aproximada de las varianzas� 2, � 2
A , � 2

B , � 2
AB sepuedeobtener igualan-

do los cuadradosmedios con los cuadradosmedios esperadosy resolviendoel sistema
resultante. Por ejemplo,en el dise~no de un factor tenemos

b� 2 + n0b� 2
A = CMA

b� 2 = CMR

y para el dise~no de dos factorescon interacci�on

b� 2 + r b� 2
AB + brb� 2

A = CMA

b� 2 + r b� 2
AB + arb� 2

B = CMB

b� 2 + r b� 2
AB = CMI

b� 2 = CMR

Puedeocurrir quela estimaci�on puntual deun componente dela varianzaresultenegativa.
En este casoaceptaremosque su valor es cero dado que la varianza es un par�ametro
estrictamente positivo.

Ejemplo 11.2.2

Para estimar la variabilidad entre individuos del ejemploanterior, igualaremoslos cua-
dradosmedios a susvalores esperados

36862;95 = b� 2 + 3b� 2
B

2675;08 = b� 2

de donde
b� 2

B = (36862;95� 2675;08)=3 = 11395;96

El tiempo de frenadoentre los individuos var��a con una desviaci�on t��pica estimadab� B =
106;75 mil�esimasde segundo.

11.3. Comparaci� on entre mo delos de efectos �jos y
mo delos de efectos aleatorios

En esta secci�on vamos a probar los principales resultadoste�oricos que desembocan en
los test F prescritosen cada casopara modelossencillos,tanto de efectos�jos como de
efectosaleatorios. A los modelosde efectos�jos los denominaremostambi�en modelosde
tip o I y a los de efectosaleatoriosmodelosde tip o I I.
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11.3.1. Dise ~no de un factor con efectos �jos

Tal comoseha visto en la secci�on 10.2,el modelo lineal que seadapta a estedise~no es

yij = � i + � ij

o, reparametrizado,

yij = � + � i + � ij i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; ni

con la restricci�on
P k

i=1 � i = 0. Las yij son independientes y normalesN (� i ; � ). Las � ij

son independientes y normalesN (0; � ).
La descomposici�on de la variabilidad vienedada por

X

i;j

(yij � �y)2 =
X

i;j

(yi � � �y)2 +
X

i;j

(yij � yi �)2

esdecir
SCT = SCe + SCd

o tambi�en
SCRH = (SCRH � SCR)+ SCR

con n � 1, k � 1 y n � k gradosde libertad respectivamente, siendon1 + � � � + nk = n.

Teorema 11.3.1

El valor esperadode la sumade cuadradosentre grupos es

E(SCe) = (k � 1)� 2 +
kX

i =1

ni � 2
i

luego

E(CMe) = E
�

SCe

k � 1

�
= � 2 +

1
k � 1

kX

i =1

ni � 2
i

Demostraci�on:
Por de�nici�on SCe =

P k
i=1 ni (yi � � �y)2.

Del modelo yij = � + � i + � ij seobtiene

yi � = � + � i + � i �

�y = � + � ��

ya que
P k

i=1 � i = 0 y en consecuencia� � = (1=k)
P k

i=1 � i = 0.
Entonces

SCe =
kX

i =1

ni (� i + � i � � � �� )2

=
kX

i =1

ni � 2
i +

kX

i =1

ni � 2
i � + n� 2

�� + 2
kX

i =1

ni � i � i �

� 2� ��

kX

i =1

ni � i � 2� ��

kX

i =1

ni � i �
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pero

� ��

kX

i =1

ni � i � = � ��

kX

i =1

ni

 
1
ni

n iX

j =1

� ij

!

= � ��

X

i;j

� ij = n� 2
��

luego

E(SCe) =
kX

i =1

ni � 2
i +

kX

i =1

ni E(� 2
i �) + n E(� 2

�� )

+ 2
kX

i =1

ni � i E(� i �) � 2

 
kX

i =1

ni � i

!

E(� �� )

� 2n E(� 2
�� )

Recordandoque las v.a. � ij son independientes y normalesN (0; � ) severi�ca

� i � � N (0; � =
p

ni ) � �� � N (0; � =
p

n)

Por sercentradas, la esperanzade su cuadradocoincidecon la varianza,esdecir

E(� 2
i �) = var(� i �) =

� 2

ni

E(� 2
�� ) = var(� �� ) =

� 2

n

y por tanto

E(SCe) =
kX

i =1

ni � 2
i +

kX

i =1

ni
� 2

ni
+ n

� 2

n
� 2n

� 2

n

=
kX

i =1

ni � 2
i + k� 2 + � 2 � 2� 2

= (k � 1)� 2 +
kX

i =1

ni � 2
i

�

Teorema 11.3.2

El valor esperadode la sumade cuadradosdentro de los grupos es

E(SCd) = (n � k)� 2

y por lo tanto

E(CMd) = E
�

SCd

n � k

�
= � 2

Demostraci�on:
Teniendoencuenta queSCd = SCR, esteresultadoesevidente y ya seprob�o enel teorema
2.5.1 para un modelo lineal general.Tambi�en se puededemostrar siguiendoun proceso
parecidoal del teoremaanterior. �
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Casoparticular
Si el dise~no esbalanceado,esdecir, igual n�umero de r�eplicaspor condici�on experimental
(n1 = � � � = nk = n0), entoncesde los teoremas11.3.1y 11.3.2sededucenlas f�ormulas

E(CMe) = � 2 +
n0

k � 1

kX

i =1

� 2
i

E(CMd) = E
�

SCd

k(n0 � 1)

�
= � 2

Inferencia en el mo delo de un factor con efectos �jos

La hip�otesisnula de mayor inter�eses

H0 : � 1 = � 2 = � � � = � k = �

o, utilizando el modelo alternativo,

H0 : � 1 = � 2 = � � � = � k = 0

Por el teorema11.3.1,CMe esun estimadorinsesgadode� 2 si H0 escierta. Por el teorema
11.3.2essiempreun estimador insesgadode � 2, seaH0 cierta o no. Adem�as,suponiendo
que� ij � N (0; � ), severi�ca el teorema5.3.1de la teor��a generaldel modelo lineal normal
(Teoremafundamental del An�alisis de la Varianza) comohemosvisto en 10.3:

a) SCd=� 2 � � 2
n� k

b) Si H0 escierta, entoncesCMe = SCe=(k � 1) esotra estimaci�on insesgadade � 2 y
adem�as

SCe=� 2 � � 2
k� 1

c) Si H0 escierta, el estad��stico

F =
SCe=[� 2(k � 1)]
SCd=[� 2(n � k)]

=
CMe

CMd

sigue la distribuci�on F con k � 1 y n � k gradosde libertad. La hip�otesisH 0 se
rechazasi el estad��stico essigni�cativ o.

11.3.2. Dise ~no de un factor con efectos aleatorios

El modelo lineal que seadapta a estedise~no es

yij = � + A i + � ij i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; ni

con las siguientes particularidades

1) E(A i ) = 0, var(A i ) = � 2
A i = 1; : : : ; k

2) E(A i � A i 0) = 0 8i 6= i 0

3) E(A i � � ij ) = 0 8i; j
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esdecir, f A i g sonvariablesaleatoriasde media ceroy varianza � 2
A , independientes entre

s�� y de los erroresf � ij g. Luego

var(yij ) = var(A i ) + var(� ij )
� 2

y = � 2
A + � 2

y por estemotivo esapropiadodenominarcomponentesde la varianza a � 2
A y � 2.

Para su tratamiento cl�asicomediante An�alisis de la Varianza de un factor es necesario
adem�as que

4) A i � N (0; � A ), � ij � N (0; � ) y por lo tanto yij � N (�; � y)

5) el dise~no seabalanceadon1 = n2 = � � � = nk = n0

Este modelo de efectosaleatorios que hemosformulado y en generalcualquier modelo
de efectosaleatorios, di�ere de un modelo de efectos�jos en que bajo las asunciones
realizadas

a) Para un i dado, todas las observacionestienen igual esperanza

E(yij ) = � + A i 8j

b) Para un i dado, las observacionesno sonestoc�asticamente independientes entre s��.

c) La variable
P k

i=1 A i esaleatoria y puedetomar un valor distinto de cero.

Teorema 11.3.3

Para el dise~no deun factor conefectosaleatoriosel valor esperadodela sumadecuadrados
entre grupos es

E(SCe) = (k � 1)� 2 + n0(k � 1)� 2
A

luego

E(CMe) = E
�

SCe

k � 1

�
= � 2 + n0� 2

A

Demostraci�on:
Por de�nici�on SCe = n0

P k
i=1 (yi � � �y)2.

Del modelo seobtiene

yi � = � + A i + � i �

�y = � + A � + � ��

de donde

SCe = n0

kX

i =1

[(A i � A �) + (� i � � � �� )]2

= n0

"
kX

i =1

A2
i +

kX

i =1

A2
� � 2A �

kX

i =1

A i +
kX

i =1

� 2
i �

+ k� 2
�� � 2� ��

kX

i =1

� i � + 2
kX

i =1

(A i � A �)( � i � � � �� )

#
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pero
kX

i =1

� i � =
kX

i =1

1
n0

n0X

j =1

� ij =
1
n0

kX

i =1

n0X

j =1

� ij =
1
n0

kn0� �� = k� ��

ya que

� �� =
1

kn0

kX

i =1

n0X

j =1

� ij

Entonces

SCe = n0

"
kX

i =1

A2
i + kA2

� +
kX

i =1

� 2
i � � k� 2

�� + 2
kX

i =1

(A i � A �)( � i � � � �� )

#

E(SCe) = n0

kX

i =1

E(A2
i ) � n0kE(A2

� ) + n0

kX

i =1

E(� 2
i �)

� n0kE(� 2
�� ) + 2n0

kX

i =1

E[(A i � A �)( � i � � � �� )]

Por las hip�otesisdel modelo severi�ca

A � � N (0; � A =
p

k) � i � � N (0; � =
p

n0) � �� � N (0; � =
p

kn0)

Debido a que las variables aleatorias A i , A �, � i �, � �� son centradas, la esperanza de su
cuadradocoincidecon su varianza,esdecir,

E(A2
i ) = var(A i ) = � 2

A

E(A2
� ) = var(A �) = � 2

A =k

E(� 2
i �) = var(� i �) = � 2=n0

E(� 2
�� ) = var(� �� ) = � 2=(kn0)

Adem�as,al ser independientes las variablesA i con las � ij

E[(A i � A �)( � i � � � �� )] = E(A i � A �) � E(� i � � � �� ) = 0 � 0 = 0

Por lo tanto

E(SCe) = n0k� 2
A � n0k

� 2
A

k
+ n0k

� 2

n0
� n0k

� 2

kn0

= n0k� 2
A � n0� 2

A + k� 2 � � 2

= (k � 1)� 2 + n0(k � 1)� 2
A

�

Teorema 11.3.4

El valor esperadode la sumade cuadradosdentro de los grupos es

E(SCd) = k(n0 � 1)�

esdecir

E(CMd) = E
�

SCd

k(n0 � 1)

�
= � 2
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Demostraci�on:
Por de�nici�on SCe =

P k
i=1

P n0
j =1 (yij � yi �)2.

Del modelo seobtiene
yi � = � + A i + � i �

Entonces

SCd =
kX

i =1

n0X

j =1

(� ij � � i �)2

=
kX

i =1

n0X

j =1

� 2
ij +

kX

i =1

n0X

j =1

� 2
i � � 2

kX

i =1

n0X

j =1

� i �� ij

=
kX

i =1

n0X

j =1

� 2
ij + n0

kX

i =1

� 2
i � � 2

kX

i =1

� i �

n0X

j =1

� ij

=
kX

i =1

n0X

j =1

� 2
ij + n0

kX

i =1

� 2
i � � 2

kX

i =1

� i �n0� i �

=
kX

i =1

n0X

j =1

� 2
ij � n0

kX

i =1

� 2
i �

de maneraque

E(SCd) =
kX

i =1

n0X

j =1

E(� 2
ij ) � n0

kX

i =1

E(� 2
i �)

= kn0� 2 � n0k
� 2

n0

= kn0� 2 � k� 2

= k(n0 � 1)� 2 �

Inferencia en el mo delo de un factor con efectos aleatorios

La hip�otesisde inter�esen estemodelo es

H0 : � 2
A = 0

Recordemosque

SCA = n0

kX

i =1

(yi � � �y)2 = n0

kX

i =1

(A i + � i � � A � � � �� )2

SCR =
X

i;j

(yij � yi �)2 =
X

i;j

(� ij � � i �)2

siendoSCA la suma de cuadradosentre grupos o suma de cuadradosdel factor y SCR
la sumade cuadradosdentro de los grupos o sumade cuadradosresidual, representadas
hasta ahora por SCe y SCd respectivamente. Recu�erdesetambi�en que A � esuna variable
aleatoria y en consecuenciasusceptiblede tomar un valor distinto de cero.
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Realizando el cambio gi = A i + � i � obtenemosk v.a. independientes con distribuci�on
normal de media ceroy varianza

var(gi ) = var(A i ) + var(� i �) = � 2
A +

� 2

n0

Por el teoremade Fisher, la variable aleatoria

ks2
g=� 2

g

sedistribuye seg�un una ji-cuadrado con k � 1 g.l., esdecir,
P k

i=1 (gi � �g)2

� 2
A + � 2

n0

=
n0

P k
i=1 (gi � �g)2

n0� 2
A + � 2

=
SCA

n0� 2
A + � 2

� � 2
k

Entonces

SCA = (n0� 2
A + � 2) � � 2

k� 1

E(CMA ) = E
�

SCA

k � 1

�
= n0� 2

A + � 2

A esteresultadohab��amosllegadotambi�en anteriormente por el teorema11.3.3.
Por otra parte, SCRest�a distribuida de id�entica forma queen losmodelosdeefectos�jos.
Los � ij desempe~nan el papel de las observaciones,con media ceroy varianza � 2. Luego

SCR = � 2 � � 2
k(n0 � 1)

E(CMR) = E
�

SCR
k(n0 � 1)

�
= � 2

Para efectuar comparacionesfalta demostrar que SCA y SCR son independientes. Para
ello, bastaprobar la independenciaentre A i + � i � � A � � � �� y � ij � � i �. TenemosqueA i � A �

y � ij � � i � sonobviamente independientes. Si expresamos� ij = � �� + (� i � � � �� ) + (� ij � � i �),
utilizando otra vezla analog��a con losmodelosdeefectos�jos, � i � � � �� perteneceal espacio
de lasestimacionesy � ij � � i � perteneceal espacioerror, espaciosquesonortogonalesentre
s��. Debidoa la normalidad del modelo,susvectoressonindependientes, luegoSCA y SCR
son independientes. Entonces,si H0 escierta, el estad��stico

F =
SCA =[� 2(k � 1)]

SCR=[� 2k(n0 � 1)]
=

SCA =(k � 1)
SCR=[k(n0 � 1)]

=
CMA

CMR

siguela distribuci�on F conk� 1 y k(n0 � 1) g.l.. La hip�otesisH0 serechazasi el estad��stico
essigni�cativ o.
Comoresumende lo expuestoen los apartadosanterioresv�easeel cuadro11.2.Obs�ervese
que, si bien la hip�otesisa contrastar del modelo I esformalmente distinta de la hip�otesis
del modelo I I, seutiliza el mismo estad��stico de contraste

F =
CMA

CMR
� Fk� 1;k(n0 � 1)

Una estimaci�on de los componentes de la varianza es

b� 2 = CMR b� 2
A =

CMA � CMR

n0

soluci�on obtenida resolviendoel sistemaresultante de igualar los cuadradosmedioscon
los cuadradosmediosesperados(ver secci�on 11.2.2).Obs�erveseque los estimadoresb� 2 y
b� 2

A sonsiempreestimadoresinsesgadosde los par�ametros� 2 y � 2
A respectivamente.
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Esperanzadel cuadradomedio
Fuente de cuadrados
variaci�on g.l. medios Modelo I Modelo I I

Tratamientos k � 1 CMA = SCA =(k � 1) � 2 +
n0

P
� 2

i

k � 1
� 2 + n0� 2

A

Error k(n0 � 1) CMR = SCR=[k(n0 � 1)] � 2 � 2

Total n0k � 1

Cuadro 11.2: Tabla comparativa para dise~nos de un factor con efectos�jos y efectos
aleatorios

11.3.3. Dise ~no de dos factores sin in teracci�on con efectos �jos o
dise~no en blo ques al azar completos

Este dise~no recibe tambi�en el nombre de bloquesaleatorizados. Un desarrollot��pico para
estedise~no, utilizando tres tratamientos en cuatro bloques,esel siguiente

Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3 Bloque 4

t3

t1

t2

t2

t1

t3

t1

t2

t3

t1

t3

t2

Las letras t indican la asignaci�on aleatoria de los tratamientos en los bloques. Como
ejemplov�easeel ejemplo10.3.1.
Generalizando,consideremosel casode a tratamientos en b bloques.La observaci�on yij

indica la respuestadel i -�esimotratamiento aplicado al j -�esimobloque. Sesupondr�a que
yij (i = 1; : : : ; a; j = 1; : : : ; b) sonvaloresde v.a. independientes con distribuci�on normal
de media � ij y varianza com�un � 2. Ser�an de utilidad tambi�en

yi � = media del i -�esimotratamiento
y�j = media del j -�esimobloque
y�� = media general

El promediode las mediaspoblacionalespara el i -�esimotratamiento est�a de�nido por

� i � =
1
b

bX

j =1

� ij

Asimismo, el promedio de las mediaspoblacionalespara el j -�esimobloque est�a de�nido
por

� �j =
1
a

aX

i =1

� ij
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y el promediode las ab mediaspoblacionaleses

� �� =
1
ab

aX

i =1

bX

j =1

� ij

Si representamos por A al factor tratamiento y por B al factor bloque, las hip�otesis
linealesde inter�esson

H A
0 : � 1� = � 2� = � � � = � a� = �

H B
0 : � �1 = � �2 = � � � = � �b = �

Si secumple la primera hip�otesis,el factor A no essigni�cativ o o, equivalentemente, no
existendiferenciassigni�cativ asentre los tratamientos. Tambi�ensedicequeno hay efecto
�la. En el casode que secumpla la segundahip�otesis,el factor B no essigni�cativ o, es
decir, no existendiferenciassigni�cativ as entre los bloques;no hay efectocolumna.
Cada observaci�on puededescomponerseen

yij = � ij + � ij

donde � ij mide la desviaci�on del valor observado yij frente la media poblacional � ij . La
forma m�as com�un de expresarestaecuaci�on seobtiene al sustituir

� ij = � + � i + � j

donde� i esel efectodel i -�esimotratamiento y � j el efectodel j -�esimobloque.Sesupone
que los efectosdel tratamiento y del bloque sonaditivos. As��, el modelo es

yij = � + � i + � j + � ij

Obs�erveseque se asemejaal modelo de un criterio de clasi�caci�on, pero con la adici�on
del efectobloque. Ahora la variaci�on secontrola sistem�aticamente en dosdirecciones.
Si seimponenlas restriccionesnaturales

aX

i =1

� i = 0
bX

j =1

� j = 0

entonces

� i � =
1
b

bX

j =1

(� + � i + � j ) = � + � i

� �j =
1
a

aX

i =1

(� + � i + � j ) = � + � j

Las hip�otesispuedenahora plantearsedel siguiente modo

H A
0 : � 1 = � 2 = � � � = � a = 0

H B
0 : � 1 = � 2 = � � � = � b = 0
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En la secci�on 10.3 se vio que la descomposici�on fundamental de la suma de cuadrados
(descomposici�on de la variabilidad) vienedada por

X

i;j

(yij � �y)2 = b
X

i

(yi � � �y)2 + a
X

j

(y�j � �y)2

+
X

i;j

(yij � yi � � y�j + �y)2

esdecir
SCT = SCF + SCC + SCR

dondeSCT esla sumade cuadradostotal, SCF la sumade cuadradosentre �las, SCC la
sumade cuadradosentre columnasy SCR la sumade cuadradosresidual.

Teorema 11.3.5

El valor esperadode la sumade cuadradosentre �las es

E(SCF ) = (a � 1)� 2 + b
aX

i =1

� 2
i

luego

E(CMF ) = E(SCF =(a � 1)) = � 2 +
b

a � 1

aX

i =1

� 2
i

Demostraci�on:
Es an�alogaa la del teorema11.3.1.

Teorema 11.3.6

El valor esperadode la sumade cuadradosentre columnases

E(SCC ) = (b� 1)� 2 + a
bX

j =1

� 2
j

luego

E(CMC ) = E(SCC=(b� 1)) = � 2 +
a

b� 1

bX

j =1

� 2
j

Demostraci�on:
Es an�alogaa la del teorema11.3.1.

Teorema 11.3.7

El valor esperadode la sumade cuadradosresidual es

E(SCR) = (a � 1)(b� 1)� 2

luego
E(CMR) = E(SCR=[(a � 1)(b� 1)]) = � 2

Demostraci�on:
Es an�alogaa la del teorema11.3.2.
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Inferencia en el dise~no de dos factores sin in teracci�on con efectos �jos

Una de las hip�otesisa contrastar es

H A
0 : � 1 = � 2 = � � � = � a = 0

Por el teorema 11.3.5, CMF es un estimador insesgadode � 2 si H A
0 es cierta. Por el

teorema11.3.7,SCRessiempreun estimadorinsesgadode � 2, tanto si H A
0 escierta como

si no lo es.Adem�as,suponiendoque� ij � N (0; � ), severi�ca el teorema5.3.1de la teor��a
generaldel modelo lineal formal:

a) SCR=� 2 � � 2
(a� 1)(b� 1)

b) Si H A
0 escierta, entoncesCMF = SCF =(a � 1) esotra estimaci�on insesgadade � 2 y

adem�as
SCF =� 2 � � 2

a� 1

c) Si H A
0 escierta, el estad��stico

F =
SCF =[� 2(a � 1)]

SCR=[� 2(a � 1)(b� 1)]
=

CMF

CMR

siguela distribuci�on F con a � 1 y (a � 1)(b� 1) g.l.. La hip�otesisH A
0 serechaza

si el estad��stico essigni�cativ o.

Otra hip�otesisa contrastar es

H B
0 : � 1 = � 2 = � � � = � b = 0

An�alogamente al casoanterior, el estad��stico

F =
SCC=[� 2(b� 1)]

SCR=[� 2(a � 1)(b� 1)]
=

CMC

CMR

siguela distribuci�on F con b� 1 y (a � 1)(b � 1) g.l.. La hip�otesisH B
0 se rechaza si el

estad��stico essigni�cativ o.

11.3.4. Dise ~no de dos factores sin in teracci�on con efectos alea-
torios

El modelo lineal que seadapta a estedise~no es

yij = � + A i + B j + � ij i = 1; : : : ; a; j = 1; : : : ; b

siendoA i ; B j ; � ij variablesaleatoriasnormalesindependientes con mediaceroy varianzas
� 2

A ; � 2
B ; � 2 respectivamente. La descomposici�on fundamental de la suma de cuadrados

(descomposici�on de la variabilidad) vienedada por
X

i;j

(yij � �y)2 = b
X

i

(yi � � �y)2 + a
X

j

(y�j � �y)2

+
X

i;j

(yij � yi � � y�j + �y)2

esdecir
SCT = SCF + SCC + SCR
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Teorema 11.3.8

El valor esperadode la sumade cuadradosentre �las es

E(SCF ) = (a � 1)� 2 + b(a � 1)� 2
A

luego
E(CMF ) = E(SCF =(a � 1)) = � 2 + b� 2

A

Demostraci�on:
Es an�alogaa la del teorema11.3.3.

Teorema 11.3.9

El valor esperadode la sumade cuadradosentre columnases

E(SCC ) = (b� 1)� 2 + a(b� 1)� 2
B

luego
E(CMC ) = E(SCC=(b� 1)) = � 2 + a� 2

B

Demostraci�on:
Es an�alogaa la del teorema11.3.3.

Teorema 11.3.10

El valor esperadode la sumade cuadradosresidual es

E(SCR) = (a � 1)(b� 1)� 2

luego
E(CMR) = E(SCR=[(a � 1)(b� 1)]) = � 2

Demostraci�on:
Es an�alogaa la del teorema11.3.4.

Inferencia en el dise~no de dos factores sin in teracci�on con efectos aleatorios

Las hip�otesisde inter�esen estemodelo son

H0 : � 2
A = 0 H 0

0 : � 2
B = 0

Para contrastar la primera seutiliza el estad��stico

F =
SCF =[� 2(a � 1)]

SCR=[� 2(a � 1)(b� 1)]
=

CMF

CMR

que siguebajo H0 la distribuci�on F con a � 1 y (a � 1)(b � 1) g.l.. La hip�otesisH 0 se
rechazasi el estad��stico essigni�cativ o.
De maneraan�aloga,para contrastar la segundahip�otesisseutiliza el estad��stico

F =
SCC=[� 2(b� 1)]

SCR=[� 2(a � 1)(b� 1)]
=

CMC

CMR
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Esperanzadel cuadradomedio
Fuente de cuadrados
variaci�on g.l. medios Modelo I Modelo I I

Entre �las a � 1 CMF = SCF =(a � 1) � 2 +
b

a � 1

X
� 2

i � 2 + b� 2
A

Entre col. b� 1 CMC = SCC=(b� 1) � 2 +
a

b� 1

X
� 2

j � 2 + a� 2
B

Error (a � 1)(b� 1) CMR =
SCR

(a � 1)(b� 1)
� 2 � 2

Total ab� 1

Cuadro 11.3:Tabla comparativa para dise~nosde dos factorescon efectosaleatoriosy sin
interacci�on

que siguebajo H 0
0 la distribuci�on F con b � 1 y (a � 1)(b � 1) g.l.. La hip�otesisH 0

0 se
rechazasi el estad��stico essigni�cativ o.
A modo de resumende lo expuestoen los apartadosanteriores, v�easeel cuadro 11.3.
Las estimacionesinsesgadasde las componentes de la varianzaseobtienen igualandolos
cuadradosmediosa loscuadradosmediosesperadosy resolviendoel sistemadeecuaciones
resultante (ver secci�on 11.2.2).Las solucionesen estecasoson

b� 2 = CMR b� 2
A = (CMF � CMR)=b b� 2

B = (CMC � CMR)=a

veri�c�andose
E(b� 2) = � 2 E(b� 2

A ) = � 2
A E(b� 2

B ) = � 2
B

11.3.5. Dise ~no de dos factores aleatorios con in teracci�on

El modelo lineal que seadapta a estedise~no es

yij k = � + A i + B j + (AB ) ij + � ij k

i = 1; : : : ; a; j = 1; : : : ; b; k = 1; : : : ; r

siendoA i , B j , (AB ) ij y � ij k variablesaleatoriasnormalesindependientes con media cero
y varianza � 2

A , � 2
B , � 2

AB y � 2 respectivamente.
En el cuadro 11.4 �guran las esperanzasde los cuadradosmediostanto para el modelo I
como para el modelo I I, indicando por modelo I cuando los dos factoresson �jos y por
modelo I I cuandolosdosfactoressonaleatorios.La demostraci�on de las f�ormulasdeestas
esperanzassehacede forma an�aloga a la de los teoremas11.3.5,11.3.6y 11.3.7para el
modelo I, y 11.3.8,11.3.9y 11.3.10para el modelo I I.
Las hip�otesisa contrastar en el modelo I I son

H A
0 : � 2

A = 0 H B
0 : � 2

B = 0 H AB
0 : � 2

AB = 0
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Para contrastar la primera seutiliza el estad��stico

F =
SCA =[(a � 1)(� 2 + r � 2

AB )]
SCAB =[(a � 1)(b� 1)(� 2 + r � 2

AB )]
=

SCA =(a � 1)
SCAB =(a � 1)(b� 1)

=
CMA

CMAB

que siguebajo H A
0 la distribuci�on F con a � 1 y (a � 1)(b� 1) g.l.. La hip�otesisH A

0 se
rechazasi el estad��stico essigni�cativ o.
De maneraan�alogapara contrastar la segundahip�otesisseutiliza el estad��stico

F =
SCB =[(b� 1)(� 2 + r � 2

AB )]
SCAB =[(a � 1)(b� 1)(� 2 + r � 2

AB )]
=

SCB =(b� 1)
SCAB =(a � 1)(b� 1)

=
CMB

CMAB

que siguebajo H B
0 la distribuci�on F con b� 1 y (a � 1)(b� 1) g.l..

En el contraste de las dos hip�otesis anteriores se divide por el cuadrado medio de la
interacci�on; en cambio, para contrastar la tercera hip�otesis se divide por el cuadrado
medio del error, esdecir, seutiliza el estad��stico

F =
SCAB =[(a � 1)(b� 1)� 2]

SCR=[ab(r � 1)� 2]
=

SCAB =[(a � 1)(b� 1)]
SCR=[ab(r � 1)]

=
CMAB

CMR

quesiguebajo H AB
0 la distribuci�on F con (a� 1)(b� 1) y ab(r � 1) g.l.. La hip�otesisH AB

0
serechazasi el estad��stico essigni�cativ o.
Las estimacionesinsesgadasde las componentes de la varianza (ver secci�on 11.2.2)son

b� 2 = CMR E(b� 2) = � 2

b� 2
A = (CMA � CMAB )=(br) E(b� 2

A ) = � 2
A

b� 2
B = (CMB � CMAB )=(ar) E(b� 2

B ) = � 2
B

b� 2
AB = (CMAB � CMR)=r E(b� 2

AB ) = � 2
AB

11.3.6. Dise ~no de tres factores aleatorios y r �eplicas

La esperanzade loscuadradosmediossemuestraenel cuadro11.5.De talesesperanzasse
deducequesepuedenformar las razonesF apropiadaspara contrastar las hip�otesisrela-
tivasa los componentes de la varianzade las interacciones.Sin embargo,para contrastar
las hip�otesisrelativas a los efectosprincipales,esdecir,

H A
0 : � 2

A = 0 H B
0 : � 2

B = 0 H C
0 : � 2

C = 0

no hay una raz�on F apropiadaa menosqueuno o m�asde los componentes de la varianza
de la interacci�on de dos factoresno seansigni�cativ os. Por ejemplo,supongamosque se
ha comprobadopreviamente la hip�otesisH0 : � 2

AC = 0 y ha resultado no signi�cativ a.
Se puedea�rmar entoncesque el t�ermino � 2

AC puedeexcluirsede todas las esperanzas
de los cuadradosmediosen las que intervenga.Si deseamosahora contrastar la hip�otesis
H A

0 : � 2
A = 0 esposibleutilizar el estad��stico F = CMA =CMAB .

En de�nitiv a, si se deseacontrastar las hip�otesis relativas a los efectosprincipales, ha-
br�a queestudiar primero la signi�caci�on de los componentes de la varianzarelativosa las
interacciones.
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Esperanzadel cuadradomedio
Fuente de cuadrados
variaci�on g.l. medios Modelo I Modelo I I

Entre �las a � 1 CMA = SCA
a� 1 � 2 + r b

a� 1

P
� 2

i � 2 + r � 2
AB + br� 2

A

Entre col. b� 1 CMB = SCB
b� 1 � 2 + r a

b� 1

P
� 2

j � 2 + r � 2
AB + ar� 2

B

Interac. g� CMAB = SCAB
g � 2 + r

g

P
� ij � 2 + r � 2

AB

Residuo ab(r � 1) CMR = SCR
ab(r � 1) � 2 � 2

Total abr � 1 � g = (a � 1)(b� 1)

Cuadro 11.4:Tabla comparativa para dise~nosde dosfactorescon efectosaleatoriosy con
interacci�on

Fuente de cuadrados Esperanzadel cuadradomedio
variaci�on g.l. medios Modelo I I

A a � 1 CMA � 2 + r � 2
AB C + cr� 2

AB + br� 2
AC + bcr� 2

A

B b� 1 CMB � 2 + r � 2
AB C + cr� 2

AB + ar� 2
B C + acr� 2

B

C c � 1 CMC � 2 + r � 2
AB C + br� 2

AC + ar� 2
B C + abr� 2

C

AB (a � 1)(b� 1) CMAB � 2 + r � 2
AB C + cr� 2

AB

AC (a � 1)(c � 1) CMAC � 2 + r � 2
AB C + br� 2

AC

BC (b� 1)(c � 1) CMB C � 2 + r � 2
AB C + ar� 2

B C

AB C (a � 1)(b� 1)(c � 1) CMAB C � 2 + r � 2
AB C

Residuo abc(r � 1) CMR � 2

Total abcr� 1

Cuadro 11.5:Tabla para dise~nosde tres factorescon efectosaleatorios

11.3.7. Dise ~no anidado de dos factores aleatorios

En muchas situacionesexperimentales los niveleso elementos observados de un factor
aleatorio no pueden ser los mismos para cada nivel del factor aleatorio principal. Por
ejemplo, cuando queremosestudiar alg�un resultado acad�emico y el factor principal son
las diversasuniversidades,pero los resultadosseobservan en estudiantes de dichas uni-
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versidadescomo segundofactor aleatorio, entonces los estudiantes son necesariamente
distintos (ver �gura 11.1). En estos casosno se pueden cruzar los factores y se debe
trabajar con los llamadosdise~nos jerarquizadoso dise~nos anidados.

Universidad1 Universidad2 : : : Universidada

es
tu

di
an

te
E

11

es
tu

di
an

te
E

12

es
tu

di
an

te
E

13

: : :

es
tu

di
an

te
E

1n
1

es
tu

di
an

te
E

21

es
tu

di
an

te
E

22

es
tu

di
an

te
E

23

: : :

es
tu

di
an

te
E

2n
2

es
tu

di
an

te
E

a1

es
tu

di
an

te
E

a2

es
tu

di
an

te
E

a3

: : :

es
tu

di
an

te
E

an
a

Figura 11.1:Nivelesen un ejemplode dise~no de clasi�caci�on jer�arquica

Comono hay crucesentre nivelesde los factores,no puedehaber interaccionesy el modelo
esel siguiente

yij k = � + A i + B j ( i ) + � ij k

i = 1; : : : ; a; j = 1; : : : ; ni ; k = 1; : : : ; r

siendo A i , B j ( i ) , y � ij k variables aleatorias normales independientes con media cero y
varianza � 2

A , � 2
B y � 2 respectivamente. As�� pues,la variabilidad de las observacioneses

var(yij k) = � 2
y = � 2

A + � 2
B + � 2

Observemosque hemosse~nalado los diversosnivelesdel segundofactor con el sub��ndice
j (i ) para mostrar la jerarqu��a del primer factor. Como siemprese ha tomado el mismo
n�umero de r�eplicas r para cada situaci�on j (i ). Tambi�en podemossimpli�car mucho el
modelo si decidimostomar el mismo n�umero de nivelesdel segundofactor de forma que
n1 = � � � = na = b. En estecaso,inclusopodemosdisponer losdatosenuna tabla dedoble
entrada. Pero no nosdejemosenga~nar, los elementos del segundofactor sondistintos.
La descomposici�on fundamental de la sumade cuadradoses

X

i;j ;k

(yij k � �y)2 =
X

i;j ;k

(yi �� � �y)2 +
X

i;j ;k

(yij � � yi �� )2 +
X

i;j ;k

(yij k � yij �)2

= br
X

i

(yij k � �y)2 + r
X

i

X

j

(yij � � yi �� )2 +
X

i;j ;k

(yij k � yij �)2

lo que podemosescribir en la forma

SCT = SCA + SCB jA + SCR

Ahora debemoshallar el valor esperadodecadauna de lassumasdecuadrados.Tomando
las mediasde las observaciones,tenemos

yi �� = � + A i + B �( i ) + � i ��

�y = � + A � + B �(�) + � ���
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de modo que
yi �� � �y = A i � A � + B �( i ) � B �(�) + � i �� � � ���

Si elevamosal cuadrado,sumamospara todos los n = abr datos y tomamosesperanzas,
resulta

E(SCA ) = brE

 
X

i

(A i � A �)2

!

+ brE

 
X

i

(B �( i ) � B �(�))2

!

+ brE

 
X

i

(� i �� � � ��� )2

!

ya quelasesperanzasdelosdoblesproductossonceroporquelasvariablesqueintervienen
son independientes de media cero.
De maneraque si dividimos por los gradosde libertad a � 1 obtenemos

E(CMA ) = E(SCA =(a � 1)) = br� 2
A + r � 2

B + � 2

ya que

E

 
1

a � 1

X

i

(A i � A �)2

!

= var(A i ) = � 2
A

E

 
1

a � 1

X

i

(B �( i ) � B �(�))2

!

= var(B �( i )) =
� 2

B

b

E

 
1

a � 1

X

i

(� i �� � � ��� )2

!

= var(� i �� ) =
� 2

br

Del mismo modo, podemoscalcular la esperanza de la suma de cuadradosdel factor
jerarquizado,ya que

yij � � yi �� = B j ( i ) � B �( i ) + � ij � � � i ��

y resulta
E(CMB jA ) = r � 2

B + � 2

En la tabla 11.6seresumela informaci�on relevante para el An�alisis de los Componentes
de la Varianza de estemodelo.

Fuente de cuadrados Esperanzadel
variaci�on g.l. medios cuadradomedio

A a � 1 CMA br� 2
A + r � 2

B + � 2

BjA a(b� 1) CMB jA r � 2
B + � 2

Residuo ab(r � 1) CMR � 2

Total abr � 1

Cuadro 11.6:Tabla para el dise~no anidadode dos factorescon efectosaleatorios

A la vista de estos resultados, la hip�otesis H A
0 : � 2

A = 0 se puede contrastar con el
estad��stico CMA =CMB jA , ya que bajo la hip�otesis,numerador y denominadortienen el
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mismo valor esperado. Del mismo modo, la hip�otesisH B
0 : � 2

B = 0 se puedecontrastar
con el estad��stico CMB jA =CMR .
En generalestaship�otesissonrechazadasy las varianzasno sonnulas.Entoncespodemos
estimar su valor con la resoluci�on del sistema

CMA = br� 2
A + r � 2

B + � 2

CMB jA = r � 2
B + � 2

CMR = � 2

de dondelos estimadoresinsesgadospropuestosson

�̂ 2
A =

1
br

(CMA � CMB jA )

�̂ 2
B =

1
r

(CMB jA � CMR)

11.3.8. Resumen

Como hemosvisto con los diversosmodelos estudiadosen esta secci�on, el an�alisis de
ambostip osde modelos,de efectos�jos o de efectosaleatorios,presenta una basecom�un
con planteamientos y interpretacionesdiferentes.
En resumenpodemosdestacar:

1. La formulaci�on del modelo esmuy parecida,pero los efectos�jos que representan
la respuestamedia son par�ametros a estimar, mientras que los efectosaleatorios
sonvariablesaleatoriasnormalesde mediaceroy varianzasa estimar. Esto signi�ca
que:

a) Los efectos�jos sonconstantes y los efectosaleatoriossonvariablesaleatorias.

b) Los efectos�jos in
uy en en la respuestamedia, mientras que los efectosalea-
torios in
uy en en la variabilidad.

c) En losefectosaleatoriosno tiene sentido imponerrestriccionesdel tip o
P

� i =
0.

d) Los nivelesde un factor de efectos�jos se�jan arbitrariamente por el experi-
mentador, mientras que los nivelesde un factor aleatorio son una muestra al
azar de una poblaci�on.

e) Para un factor de efectos�jos nuestro inter�es es estimar los par�ametros y
contrastar su nulidad. Para un factor de efectosaleatorios nos proponemos
estimar su varianza y contrastar si esnula.

2. La descomposici�on de la varianzaensusfuentesdevariabilidad, la tabla del An�alisis
de la Varianza y los contrastes son muy similares para ambos tip os de modelos.
Especialmente cuandono hay interacci�on, en cuyo casolos contrastessonid�enticos.

Cuando hay interacci�on, en lugar de comparar los cuadradosmedios del factor
con los cuadradosmedios del error, se compara con los cuadradosmedios de la
interacci�on.

Observemosque la tabla del An�alisis de la Varianza tiene formalmente la misma
apariencia, pero las esperanzasde los cuadradosmedios son distintas (ver tabla
11.4).
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3. En un modelo de efectosaleatoriosel objetivo escontrastar si los efectosexisten,
a trav�es de sus varianzas,y estimar dichas varianzas.No tiene sentido plantearse
contrastes m�ultiples comoen el casode los efectos�jos.

Por �ultimo, debemosadvertir que en todos los problemasse precisauna diagnosisdel
modelo a trav�esde los residuoscomoseha visto en la secci�on 10.6.

11.4. Correlaci� on in tracl �asica

Seael modelo de un factor con efectosaleatorios

yij = � + A i + � ij i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; n0

donde var(A i ) = � 2
A , var(� ij ) = � 2. Se llama correlaci�on intracl�asica al coe�ciente de

correlaci�on entre dosobservacionesyij ; yij 0 de un mismo grupo i .
El coe�ciente de correlaci�on intracl�asicavienedado por

� I =
� 2

A

� 2
A + � 2

0 � � I � 1

En efecto

� I (yij ; yij 0) =
cov(yij ; yij 0)

p
var(yij )

p
var(yij 0)

=
E[(yij � � )(yij 0 � � )]

� 2
A + � 2

=
E(A2

i + A i � ij + A i � ij 0 + � ij � ij 0)
� 2

A + � 2

=
E(A2

i )
� 2

A + � 2
=

� 2
A

� 2
A + � 2

La correlaci�on intracl�asicanos expresael porcentaje de la variabilidad entre grupos res-
pecto la variabilidad total y seutiliza para estudiar la dependenciaentre los individuos
de un mismo grupo respecto a una variable observable Y. Por ejemplo, es utilizado en
Gen�etica descomponiendo la variabilidad total � 2

y (varianza de la componente gen�etica)
y � 2 (varianza de la componente ambiental).

Estimaci� on y contraste de signi�caci� on

Una estimaci�on adecuadade � I es

b� I = maxf 0; r I g

siendo

r I =
b� 2

A

b� 2
A + b� 2

=
F � 1

F + n0 � 1

dondeF = CMA =CMR .
Para ver si r I essigni�cativ o hemosde plantear el contraste de la hip�otesisH 0 : � I = 0
equivalente a H0 : � 2

A = 0 que seresuelve mediante An�alisis de la Varianza.
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Ejemplo 11.4.1

En un estudiosobre los guisantessetomaron 5 vainas, cada una de las cualesconten��a 8
guisantes.Los pesosen centigramosfueron

1 44 41 42 40 48 46 46 42
2 43 46 48 42 50 45 45 49

vaina 3 33 34 37 39 32 35 37 41
4 56 52 50 51 54 52 49 52
5 36 37 38 40 40 41 44 44

Los datos se asimilan a un dise~no de un factor de efectos aleatorios. Las sumasde cua-
dradosson (n0 = 8)

SCA = 1176;1 con 4 g.l.
SCR= 273;9 con 35 g.l.

y entonces

F =
CMA

CMR
= 37;57

El coe�ciente de correlaci�on intr acl�asica es

b� I = maxf 0; 0;8205g = 0;8205

ya que

r I =
F � 1

F + n0 � 1
=

36;57
44;57

= 0;8205

Realicemos el contraste de hip�otesis para comprobar que es signi�c ativo. La hip�otesis
H0 : � I = 0 equivale a plantear el contraste H0 : � 2

A = 0, que se resuelvemediante
An�alisis de la Varianza. Como F = 37;57 con 4 y 35 g.l. esmuy signi�c ativa, aceptamos
queesdistinto decero. La interpretaci�on en estecasoesla siguiente:aproximadamenteel
80% de la variabilidad seexplica por la componentegen�etica, el restoesdebidoa factores
ambientales.

11.5. Ejemplos con R

Empecemoscon losdatosdel ejemplo11.2.1.Observemosla de�nici�on del factor aleatorio
con la instrucci�on is.random que seaplica a factoreso data.frame .

> tiempo<-c(548,519,637,619,776,818,641,678,701,
+ 846,858,855,517,493,618,876,741,849, + 602,719,731,628,595,687)
> farmaco<-factor(rep(c("A","B","C"),8))
> indiv <- factor(rep(1:8, each=3))
> is.random(indiv) <- T
> frenada<-data.frame(tiempo,farmaco,indiv)
> rm(tiempo,farmaco,indiv)
> attach(frenada)

En este casono hay interacci�on entre el efecto individuo (bloque) y el efecto f�armaco
(tratamiento). Por ello los estad��sticos F secalculan comoen el An�alisis de la Varianza
con efectos�jos.
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> frenada.aov<-aov(tiempo~farmaco+indiv,data=frenada)
> summary(frenada.aov)

Df Sumof Sq MeanSq F Value Pr(F)
farmaco 2 27535.6 13767.79 5.14669 0.02110964

indiv 7 258040.7 36862.95 13.78014 0.00002651
Residuals 14 37451.1 2675.08

La estimaci�on de las varianzasy los coe�cientes del modelo seconsiguecon varcom:

> frenada.var<-varcomp(tiempo~farmaco+indiv,data=frenada)
> summary(frenada.var)
Call: varcomp(formula = tiempo ~ farmaco + indiv, data = frenada)
Variance Estimates:

Variance
indiv 11395.958

Residuals 2675.077 Method: minque0

Coefficients:
(Intercept) farmaco1 farmaco2

689.6667 6.375 23.66667
Approximate Covariance Matrix of Coefficients:

(Intercept) farmaco1 farmaco2
(Intercept) 1535.956 0.000 0.000

farmaco1 0.000 167.192 0.000
farmaco2 0.000 0.000 55.731

Con el ejemplo 11.4.1 procederemosde otra forma. En primer lugar, introducimos los
datos:

> peso<-c(44,41,42,40,48,46,46,42,
...
+ 36,37,38,40,40,41,44,44)
> vaina<-factor(rep(1:5, each=8))
> estudio<-data.frame(peso,vaina)
> rm(peso,vaina)
> attach(estudio)

Pero ahora no hace falta de�nir el factor como de efectosaleatorios, ya que vamos a
utilizar la funci�on raov, que suponeque todos los factoressonaleatorios.

> estudio.raov<-raov(peso~vaina,data=estudio)
> summary(estudio.raov)

Df Sumof Sq MeanSq Est. Var.
vaina 4 1176.100 294.025 35.775

Residuals 35 273.875 7.825 7.825

Para validar estosmodelosrealizaremoslos c�alculos y gr�a�cos de los residuosde forma
id�entica al casode los factores�jos que hemosvisto en el cap��tulo anterior.
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11.6. Ejercicios

Ejercicio 11.1

Eligiendo 4 tardes al azar del verano, se midi�o la temperatura de un lago a diferentes
profundidadescon los siguientes resultados

Fecha
Profundidad (m) 1 2 3 4

0 23;8 24;0 34;6 24;8
1 22;6 22;4 22;9 23;2
2 22;2 22;1 22;1 22;2
3 21;2 21;8 21;0 21;2
4 18;4 19;3 19;0 18;8
5 13;5 14;4 14;2 13;8

Determinar si sonfactoresde efectos�jos o de efectosaleatoriosy si hay diferenciasentre
profundidadesy entre fechas.

Ejercicio 11.2

Para valorar la variabilidad del contenido de zumo de una cierta variedad de lim�on, se
tomaron 4 �arbolesal azar y semidi�o el contenido de zumo de 3 limonesde cada �arbol.
Esta observaci�on se hizo durante 5 d��as, eligiendo fechas al azar. Los resultadosfueron
(en cm3):

�Arbol
D��a 1 2 3 4
1 24 26 26 28 20 27 28 18 21 27 24 20
2 18 25 19 21 24 23 27 19 17 25 23 22
3 16 21 15 24 20 21 22 25 24 29 27 27
4 21 24 22 23 20 26 24 24 23 20 21 27
5 23 24 28 27 21 28 26 25 27 25 27 28

Estudiar si existe variabilidad entre �arboles,entre d��as y entre las interacciones�arboles
� d��as.

Ejercicio 11.3

En una poblaci�on, de entre las mujeresque hab��an concebidotres hijos varones,seselec-
cionaron5 al azar y seanot�o el pesoque registr�o cadahijo al nacer:

1 3;250 3;125 3;400
2 2;800 3;100 2;900
3 3;400 3;500 3;350
4 4;100 4;200 4;150
5 2;900 2;750 2;800

Calcular la correlaci�on intracl�asicay estudiar si essigni�cativ a.

Ejercicio 11.4
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Se han obtenido r�eplicasde una variable observable y combinado dos factoresA; B . El
n�umero de r�eplicas(\factor" R) por casilla esde tres. La descomposici�on de la sumade
cuadradosesla siguiente:

Fuente variaci�on g.l. Sumacuadrados
A 3 420
B 1 143
AB 3 32
R 2 109
AR 6 197
BR 2 39
AB R 6 155

Utilizando el nivel de signi�caci�on 0;01, sepide:

a) SuponiendoA; B factoresde efectos�jos, estudiar si son signi�cativ os. Hallar tres
estimacionesindependientes de la varianza del dise~no.

b) SuponiendoA; B factoresde efectosaleatorios,estudiar si A y la interacci�on A � B
sonsigni�cativ os.

Ejercicio 11.5

Consideremosde nuevo el enunciadodel problema10.4.Supongamosahoraqueen el mo-
delo 10.27las interacciones! ir sonnulas, A (a~no) esde efectosaleatoriosy B (genotipo)
esde efectos�jos. Estudiar si los efectosprincipalesy las interaccionessonsigni�cativ as.

Ejercicio 11.6

Los resultadosyij h deun cierto experimento, dondei = 1; : : : ; p; j = 1; : : : ; q; h = 1; : : : ; b
combinan dosfactoresX ; Y, junto con un factor bloqueB queno interaccionacon X ; Y.
En esteexperimento las r�eplicassonbloquesy el modelo es

yij k = � + X i + Yj + I ij + Bh + � ij h

La tabla de sumade cuadradoses:

Fuente variaci�on g.l. Sumacuadrados
X 2 625
Y 3 1340
B 4 402
X Y 6 227
X B 8 289
YB 12 310
X YB 24 528

Sepide:

a) Suponiendolos efectos�jos, estudiar la signi�caci�on de los efectosprincipalesy la
interacci�on (nivel 0;05).Hallar dosestimadoresinsesgadosdela varianzadel modelo.

b) Suponiendotodos los efectosaleatorios,y sabiendoque los valoresesperadosde los
cuadradosmediosson:

E(CMX ) = rq� 2
X + r � 2

I + � 2 E(CMY ) = rp� 2
Y + r � 2

I + � 2

E(CM I ) = r � 2
I + � 2 E(CMB ) = pq� 2

B + � 2 E(CMR) = � 2
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Ap �endice A

Matrices

A.1. In versa generalizada

Para una matriz A (n � p), A � sellama una g-inversao inversageneralizadade A si

AA � A = A

Una inversageneralizadasiempreexisteaunqueen generalno es �unica.

M �eto dos de construcci� on

(1) Utilizando la descomposici�on en valoressingularesde la matriz A (n � p), tenemos
A = ULV 0. Luegoessencillocomprobarque

A � = VL � 1U 0

de�ne una g-inversa.

(2) Si rg(A ) = r , una permutaci�on de las �las y columnasde A (n � p) nos permite
hallar una submatriz no singular A r (r � r ). Entoncesresulta que

A � =
�

A � 1
r 0
0 0

�

esuna g-inversa.

(3) Si A (p � p) esno singular, entoncesA � = A � 1 y es �unica.

(4) Si A (p� p) essim�etrica derg(A ) = r , podemosescribir A = ��� 0, donde� (p� r )
esla matriz cuyascolumnassonlos vectorespropiosortonormalescorrespondientes
a los vectorespropios no nulos � = diag(� 1; : : : ; � r ) de A . Entoncessecomprueba
que

A � = �� � 1� 0

Un casoespecial de g-inversaes la llamada inversade Moore-PenroseA + de A (n � p)
que veri�ca

AA + A = A A + AA + = A + A + A = (A + A )0 AA + = (AA + )0

La inversade Moore-Penrosees �unica.
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A.2. Deriv aci�on matricial

De�nimos la derivada de f (X ) con respecto a X n � p comola matriz

@f (X )
@X

=
�

@f (X )
@x ij

�
:

El c�alculo matricial de derivadastiene, entre otras, las siguientes propiedades:

1.
@a0x
@x

= a;
@Ax
@x

= A 0

2.
@x0x
@x

= 2x;
@x0Ax

@x
= (A 0+ A )x;

@x0Ay
@x

= Ay

A.3. Matrices idemp oten tes

Una matriz P es idempotente si P 2 = P. Una matriz sim�etrica e idempotente se llama
matriz proyecci�on.

1. Si P es sim�etrica, entoncesP es idempotente y rg(P) = r si y s�olo si P tiene r
valorespropios igualesa 1 y el resto soncero.

Demostraci�on:

Como P2 = P, entoncesPx = � x con x 6= 0 implica que

� x = Px = P2x = P(Px ) = P(� x) = � (Px ) = � (� x) = � 2x

de maneraque � 2 � � = 0 �o � (� � 1) = 0.

Luegolos valorespropiosde P sonla unidad tantas vecescomoindica el rangoy el
resto soncero,ya que la sumade los valorespropios esel rango.

Rec��procamente, si los valores propios son 0 y 1, entonces podemos pensar sin
p�erdida de generalidadque los primeros r sonunos.

As��, debe existir una matriz ortogonal T tal que P = T� T 0 donde

� =
�

I r 0
0 0

�

Luego
P2 = T� T 0T� T 0 = T� 2T 0 = T� T 0 = P

y rg(P) = r .

2. Si P esuna matriz proyecci�on, entoncestr( P) = rg(P).

Demostraci�on:

Si rg(P) = r , entoncespor el apartado anterior, P tiene r valorespropios 1 y el
resto soncero.De aqu�� que tr (P) = r .
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3. Si P esidempotente, tambi�en I � P lo es.

Demostraci�on:

(I � P)2 = I � 2P + P2 = I � 2P + P = I � P:

4. Las matrices proyecci�on sonsemide�nidaspositivas.

Demostraci�on:
x0Px = x0P2x = (Px )0(Px ) � 0:

A.4. Matrices mal condicionadas

Un sistemadeterminadode ecuacioneslinealesBx = c sedicequeest�a mal condicionado
(il l-conditioned) si peque~nos erroreso variacionesen los elementos de B y c tienen un
gran efecto en la soluci�on exacta de x. Por ejemplo, la soluci�on exacta del sistema es
x = B � 1c, pero si B est�a cerca de la singularidad, es decir, peque~nos cambios en sus
elementos puedencausar la singularidad, entoncesel c�alculo de la inversa de B puede
provocar una gran diferenciacon la soluci�on exacta.
En el casode las ecuacionesnormalesla matriz B = X 0X y el vector c = X 0Y contienen
erroresde redondeo,fruto del c�alculo a partir de las matricesX y Y . Adem�as,su almace-
namiento en el ordenadortambi�en puedetener inconvenientes de precisi�on. Esto signi�ca
quesi la matriz X est�a mal condicionada,esdecir, peque~noscambios en los elementos de
X puedencausargrandescambiosen (X 0X )� 1 y en b� = (X 0X )� 1X 0Y , entoncescualquier
error en la formaci�on de X 0X puedetener un efectomuy serioen la precisi�on y la estabi-
lidad de la soluci�on, que en estecasoesla estimaci�on de los par�ametros.El problemade
la mala condici�on es especialmente preocupante en la regresi�on polin�omica (ver secci�on
8.6).
Una medida de la mala condici�on de una matriz de datos X esel n�umero de condici�on
� [X ] que sede�ne comola raz�on entre el mayor y el menor valor singular no nulo de X .
Los valoressingularesde X sonlas ra��cescuadradaspositivasde los valorespropiosde la
matriz X 0X . Entre las propiedadesm�as notorias de � [X ] tenemosque

� [X 0X ] = (� [X ])2

Por la de�nici�on � > 1, por tanto X 0X siempreest�a peor condicionadaque X . Luego,
a no ser que � [X ] seaun valor moderado, es mejor no calcular X 0X en los m�etodos de
computaci�on de las soluciones(ver cap��tulo 11 de Seber[65]).
En la pr�actica, esmuy com�un que una variable regresoraest�e altamente correlacionada
con una combinaci�on lineal de las otras variablesregresoras,de forma que las columnas
de X estar�an muy pr�oximas a ser linealmente dependientes. As�� X 0X estar�a cercade la
singularidad(o ser�a singular), el menorvalor propio ser�a peque~no y � [X ] ser�a grande(ver
secci�on 8.5).
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Ap �endice B

Pro yecciones ortogonales

B.1. Descomp osici�on ortogonal de vectores

1. Dado 
, un subespaciovectorial de En (un espacioeucl��deo n-dimensional), todo
vector y puedeexpresarsede forma �unica comoy = u + v, dondeu 2 
 y v 2 
 ? .

Demostraci�on:

Supongamosque hubiera dos descomposicionesy = u1 + v1 = u2 + v2, entonces
(u1 � u2) + (v1 � v2) = 0. Comou1 � u2 2 
, v1 � v2 2 
 ? y 
 \ 
 ? = f 0g, resulta
que u1 � u2 = 0 y v1 � v2 = 0, esdecir, u1 = u2 y v1 = v2.

2. Si la descomposici�on adopta la forma y = P 
 y + (I � P 
 )y , la matriz P 
 es�unica.

Demostraci�on:

Si fueran dos las matrices P i i = 1; 2, entonces,como u es �unico para cada y,
resulta que (P1 � P2)y = 0 para todo y. LuegoP 1 � P2 = O.

3. La matriz P 
 puedeexpresarseen la forma P 
 = TT 0, donde las columnasde T
forman una baseortonormal de 
.

Demostraci�on:

SeaT = (� 1; : : : ; � r ), donde � 1; : : : ; � r es una baseortonormal de 
 y r es su
dimensi�on. Podemosextenderestabasehastaobteneruna baseortonormal de todo
En , digamos� 1; : : : ; � r ; � r +1 ; : : : ; � n . Entonces

y =
nX

i =1

ci � i =
rX

i =1

ci � i +
nX

i = r +1

ci � i = u + v

dondeu 2 
 y v 2 
 ? . Pero � 0
i � i = � ij de forma que � 0

i y = ci y podemosescribir

u =
rX

i =1

ci � i =
rX

i =1

(� 0
i y)� i = (� 1; : : : ; � r )( � 0

1y; : : : ; � 0
r y)0 = TT 0y

y por el apartado anterior P 
 = TT 0.

4. P 
 essim�etrica e idempotente.

Demostraci�on:

Dado que P 
 = TT 0 esobviamente sim�etrica y

P2

 = TT 0TT 0 = TI r T 0 = TT 0 = P 
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5. El subespaciogeneradopor las columnasde P 
 eshP 
 i = 
.

Demostraci�on:

Es evidente que hP 
 i � 
, ya que P 
 esla proyecci�on sobre
. Rec��procamente si
x 2 
, entoncesx = P 
 x 2 hP 
 i . Luego los dossubespaciossonel mismo.

6. I n � P 
 representa la proyecci�on ortogonal sobre
 ? .

Demostraci�on:

A partir de la igualdad y = P 
 y + (I n � P 
 )y tenemosque v = (I n � P 
 )y . Los
resultadosanteriores seobtienen intercambiando los papelesde 
 y 
 ? .

7. Si P es una matriz cuadradae idempotente, entoncesP representa la proyecci�on
ortogonal sobrehPi .

Demostraci�on:

Seay = Py + (I n � P)y. Entonces(Py )0(I n � P)y = y 0(P � P2)y = 0, de manera
quela descomposici�on da las componentes ortogonalesde y. El resultadoseobtiene
al aplicar la propiedadB.1.5.

8. Si 
 = hX i , entonces

P 
 = X (X 0X )� X 0

donde(X 0X )� esuna inversageneralizadade X 0X , esdecir, si B = X 0X , entonces
BB � B = B.

Demostraci�on:

LasecuacionesnormalesX 0X � = X 0Y sepuedenescribircomoB� = c, si c = X 0Y .
Entoncesb� = B � c esuna soluci�on de dichasecuacionesnormalesya que

B b� = B(B � c) = BB � B� = B � = c:

Por otra parte, si escribimosb� = X b� , tenemosY = b� + (Y � b� ) donde

b� 0(Y � b� ) = b� 0X 0(Y � X b� )

= b� 0(X 0Y � X 0X b� ) = 0

Luego Y = b� + (Y � b� ) es una descomposici�on ortogonal de Y tal que b� 2 hX i
y (Y � b� ) ? hX i . Como b� = X b� = XB � c = X (X 0X )� X 0Y tenemosque P 
 =
X (X 0X )� X 0 por la unicidad demostradaen (2).

9. Cuando las columnasde la matriz X son linealmente independientes y el rg(X ) es
m�aximo, resulta que P 
 = X (X 0X )� 1X 0.

Demostraci�on:

Cuando el rg(X ) esm�aximo, la matriz cuadradaX 0X esinversible.
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B.2. Pro yecciones en subespacios

1. Dado ! � 
, entoncesP 
 P ! = P ! P 
 = P ! .

Demostraci�on:

Como ! � 
 y ! = hP ! i (por el punto B.1.5), tenemosque la proyecci�on sobre

de las columnasde P ! sonlas propiascolumnas,esdecir, P 
 P ! = P ! . El resultado
completosededuceporqueP 
 y P ! sonmatrices sim�etricas.

2. P 
 � P ! = P ! ? \ 
 .

Demostraci�on:

Consideremosla descomposici�on P 
 y = P ! y + (P 
 � P ! )y . Como P 
 y y P ! y
pertenecena 
 resulta que (P 
 � P ! )y 2 
. As�� la ecuaci�on anterior presenta la
descomposici�on ortogonalde 
 en ! y ! ? \ 
 ya queP ! (P 
 � P ! ) = O (por B.2.1).

3. Si A � esuna matriz tal que ! = ker(A � ) \ 
, entonces! ? \ 
 = hP 
 A 0
� i .

Demostraci�on:

En primer lugar, observamosque

! ? \ 
 = f 
 \ ker(A � )g? \ 


= f 
 ? + hA 0
� ig \ 


ya que (
 1 \ 
 2)? = 
 ?
1 + 
 ?

2 y [ker(A � )]? = hA 0
� i .

Si x 2 f 
 ? + hA 0
� ig \ 
, entonces

x = P 
 x = P 
 f (I n � P 
 )� + A 0
� � g = P 
 A 0

� � 2 hP 
 A 0
� i :

Rec��procamente, si x 2 hP 
 A 0
� i , entoncesx 2 hP 
 i = 
. Tambi�en para cualquier

z 2 ! , resulta x0z = � 0A � P 
 z = � 0A � z = 0, esdecir, x 2 ! ? . Luegox 2 ! ? \ 
.

4. Si A � (q� n) tiene rg(A � ) = q, entoncesrg(P 
 A 0
� ) = q si y s�olo si hA 0

� i \ 
 ? = f 0g.
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Ap �endice C

Estad��stica multiv arian te

C.1. Esperanza, varianza y covarianza

1. SeanX e Y vectoresaleatoriosno necesariamente de la misma longitud.

De�nimos la matriz
cov(X ; Y ) = (cov(X i ; Yj ))

y si X = Y escribimosvar(X ) = cov(X ; X ). Entoncesse veri�can las siguientes
propiedades:

(a) Si a esun vector constante dela mismadimensi�on queX , var(a+ X ) = var(X ).

(b) Si � 2 R, entoncesvar(� X ) = � 2var(X ).

(c) Si A y B sonmatrices de constantes,

cov(AX ; BY ) = A cov(X ; Y )B 0

(d) Para cualquier vector aleatorio X ; Y ; U ; V y todo escalara;b;c;d 2 R,

cov(aX + bY ; cU + dV ) =

accov(X ; U ) + adcov(X ; V ) + bccov(Y ; U ) + bdcov(Y ; V )

2. SeaY un vector aleatorio con esperanzaE(Y ) = � y matriz de varianzasy cova-
rianzasvar(Y ) = V , entonces

E(Y 0AY ) = tr (AV ) + � 0A �

dondeA esuna matriz constante.

Demostraci�on:

Es evidente que

(Y � � )0A (Y � � ) = Y 0AY � � 0AY � Y 0A � + � 0A �

de modo que

E((Y � � )0A (Y � � )) = E(Y 0AY ) � � 0A E(Y ) � E(Y 0)A � + � 0A �

= E(Y 0AY ) � � 0A �
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Por otra parte, sabemosque,para dosmatricesC y D , la traza del producto veri�ca

tr( CD ) = tr (DC ) =
X

i;j

cij dj i

y por eso

tr( AV ) =
X

i;j

aij cov(Yj ; Yi ) =
X

i;j

aij E((Yj � � j )(Yi � � i ))

= E

 
X

i;j

(Yi � � i )aij (Yj � � j )

!

= E((Y � � )0A (Y � � ))

con lo que obtenemosel resultadoenunciado.

C.2. Normal multiv arian te

1. Cuando Y � Nn (� ; � ), severi�ca:

(a) (Y � � )0� � 1(Y � � ) � � 2
n

(b) Para cualquier matriz C constante, CY � Nn (C� ; C� C0).

(c) Si consideramosuna partici�on del vector Y en dosvectoresY 1 y Y 2, �estosson
independientes ssi cov(Y 1; Y 2) = O.

2. SeaY � Nn (� ; � 2I ). SeanU = AY , V = BY dosvectoresaleatorioscombinaci�on
de Y y seaA � la matriz formada por las �las de A linealmente independientes. Si
cov(U ; V ) = O, entonces

(a) A � Y esindependiente de V 0V .

(b) U 0U y V 0V son independientes.

3. Supongamosque Q1 � � 2
r y Q2 � � 2

s, con r > s. Si Q = Q1 � Q2 y Q2 son
independientes, entoncesQ � � 2

r � s.
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