Halla graficamente las siguientes integrales:

o x Y E—
o (-_+ l)d.t' b) [* 16=a7 ax
2\ 2 —4
a) Es un trapecio cuyas bases miden 2 y 4 y cuya al- NEmE
tura mide 4. 2
i 2 -~ .
Area="+4'4=1zuz a4 |t
:—;1—5-
B y=V16-x? = 32=16-x? = x?+ y?=42 (Circunferencia)
1
B e e e A El recinto cuya drea queremos calcular es
.l 3 ™ medio circulo de radio 4 u.
A TN
; yE= V16— &2 )
= Al‘ﬂﬂ=i'ﬁ'r2=l T 4% =
2 2
; 1 \
( ‘ 2176 =8 nw=251u*
4 -5 2 4 O ¥ T & 4
[~
Sea la funcion: F(x) = | log(t?+ 4)dt. Calcula F'(x).
< 0

sl

X
F(x) = J. log(t2 + 4)dt = | f()dt, siendo f(1) = log(t* + 4) continua.
0 Jo

Por el teorema fundamental del calculo:

F'(x) = f(x) = log(x? + 4)

/2
Calcula la siguiente integral: J cos xdx
0

/2
e w2 T
COs X dx = [sw*z.:r]ﬂ = sen — — sen 0=1-0=1
0 4

O
Calcula: (4x3—4xt—3) dx
1

. 4 < 6 )
I= [x* ——x’ — 3.9:] = (6‘* —
2 1

x.."-|-b~

-65—5-6)—(14—%- 173

=—409428 + 2.8 = —4940



Calcula: J 1

1+:.r;'2

1
I=[arctgx]ﬂ=arctg1—arcfgﬂ= %

i

dx T

Observacion: =
0 x? + g’ 4a

Halla el area comprendida entre la funcion y = a3 — x2—6x yel eje X.

[. Hallamos las soluciones de la ecuacion: x3 —x%2 —6x=0

Son -2,0 y 3.

M. f(x) = x% - x? — Gx. Buscamos su primitiva:
G(x) =J(x3—xz—6x)cix= TR o
.62 = =28 =0, 63 =2 '
3 4 4
S ESEEEP
6 T
IV. G(0) — G(=2) = 3 / ‘l\ 2
G(3) - GO0 = =2 » w5
I
El drea buscada es: 16 , |03/ 2 u? A
3 4 2 \_]
1\
(Se incluye la grifica para entender el proceso, I I\
pero es innecesaria para obtener el area).

Halla el drea comprendida entre las funciones y = x*+ a3 e y=x%+ &%+ 6ux.

Se obtiene la funcion diferencia: g
}’—('.:L Fa) —xt+ xt ) = 23— a2~ 6x 4 ,.=‘"'+‘
Ahora se calcula el area comprendida entre esta fun- 4 Jlf
cion y el eje X, lo cual se ha hecho ya en el ejer- 1
cicio anterior. \
=il 3 P

Por lo tanto, el area buscada es 253 u’. I

12 T
(Tambi€n aqui es innecesaria la grdfica para obtener P ) +
el area buscada).




Calcula el drea comprendida entre la curva: y=3x?—x+ 1, eleje X ylas
rectas x=0 y x=4.

I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: 3x2—x+1=10
No tiene soluciones, por lo que no corta al eje X.

II. Buscamos una primitiva de f(x):

G(x)=j(3x2—x+ 1)dr=x5—% +x

L. G(0) = 0, G(4) =60
IV. G(4) — G(0) = 60

El drea buscada es 60 u2.
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/
40 y,
y=Extl=x+ 1 /
/
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Calcula el area bajolacurva y=3x-2 entre x=-1y x=1.

[. Hallamos la solucion de la ecuacion 3x—2=1(. Es A

II. Ordenamos los extremos del intervalo y la raiz que hay entre ellos: —1, %, 1.

I1I. Buscamos una primitiva de f(x):

Gt = J.('f‘)x— Dyedie % "

3 /
7 2 —2 —1
IV.G(-1) = —, G{—) === G =
2 3 3 2 i Jy 32
4
2 2 7 =25
V. Gl=|-G(1) =2 _-L=22 5
[ 3 ) L 3 2 6 2/
G(I'J—G'(E) L = + 2_1
3 2 3 O 2
5 . [ | -
El 4rea buscada es: | 22|+~ = 2 = 29 .
O 6 6 3
/
(Se incluye la grifica, aunque es innecesaria para '
obtener su area). /




Halla el area bajo la curva y = Vx entre x=

I. Buscamos la primitiva de la funcion f(x) =

Glx) = j \'Ecix = % - a3

El area buscada es: 1?6 u-.

(Se incluye la grafica, aunque es innecesaria

para obtener el area).

Halla el area comprendida entre y=x’—-5 e y=—x?+5.

I. Buscamos las soluciones de: x2—5=-x2+5. Son —5 y V5.

Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.

II. Se obtiene la funcion diferencia:

y=(2+5) —@2-5) =-2x2+10

1. Buscamos su primitiva:

3
G(x) = j(—ZxE + 10)dx = _2; + 10x

Fl drea buscada es: —— V5 u~

(Se incluye la grifica, aunque es innecesaria para
obtener el area).
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Calcula el area comprendida entre las curvas dadas en cada uno de los ejer-
cicios siguientes:

a) y= 4 A xZ; y= 85— 2_“3 b) y= .‘t'z; e 4— .1'2
C) y= - 3xt+ 3x; y=x d) y= x(x—1) (x—2); y=0
e) y= xz: y= 1 f) = .\.’2— 2x; X —.\72 +4x

g y=—x?+dx—4; y=2x-7

a) . Buscamos las soluciones de 4 —x2 =8 — 2x2. Son -2 y 2
Por tanto, estos van a ser nuestros limites de integracion.
II. Calculamos la funcién diferencia:
p=B-2x) (4 -x)=4 -
II. Calculamos su primitiva:

A3
Gx) = j(-4 - o *‘7

IV.G(2) =g+ 8 -_16 10
3 3 9
T, 58— 2x°
Gy =8 Bl 7
5 3 6
16 [ 16\ _ 32 // 4 \\
V. G =GEg)= =2 (__*) _ 32 ;
3 3 3 A = \
5 [ y=4-x
El area buscada es: 32 u?,
3 =3 —1 0 1

b)I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: x? = 4 — x?%,
Son —V2 y V2 (nuestros limites de integracion).
I1. Calculamos la funcion diferencia:
Pl —-x? =42y

III. Calculamos su primitiva:

i
Glad) = J(4 — DY i i 2%

wiG(Wz) = B2, g(2) = BY2

3 3
P J'_ =
V. ¢(\2) - G6(=2) = 8”;2 i 8;2 " 16;.2

2

El area buscada es:



(Se adjunta la grifica, aunque es innecesaria para hallar el area).

=
x

(=]

(8 5

o)

e

-2 -1 0 1 2

c) I. Buscamos las soluciones de la ecuacién: x> —3x* +3x=x. Son 0,1y 2.
II. Calculamos la funcion diferencia:
y= (x3—3x2 +3x) —x = x° — 3x% + 2x

II. Calculamos su primitiva:

4

G(x) = j('ﬂ —3x2 + 2x)dx = "2

1
i

V. G(0) =0, G(1)

G(2)=0

; 1
G(1) — G —
(1) (0) 4

G(2) —G(1)

-1
4

_—I‘=%u2. /

4
entender mejor el ejercicio, pero es
innecesaria para obtener el area). 0 1 2

El area buscada es: % +

(La grafica que se adjunta es para

d) 1. Buscamos las soluciones de: x-(x—1)-(x—2)=0. Son 0,1 y 2.

I1. Calculamos la funcion diferencia:

yp=x-(x-1)-(x—-2)
III. Calculamos su primitiva:
_ o Xt
G@) = |x-(x=1 - (x=2dx="- - + 32

Resulta que se trata del mismo ejercicio que el apartado c).

El area buscada es: % u?,



e) . Buscamos las soluciones de la ecuacién: x?=1. Son -1 y 1.
I1. Calculamos la funcién diferencia:
y=x2-1

III. Calculamos su primitiva:

-3
G0 = J'(sz _Ayedie= % %

2 . —2

IV. G(-1) = =,
(1) 3

V. G —GED) = ‘?2 i

El area buscada es: ‘%‘ = % u-, \ /

L
il |
1

(Se adjunta la grafica, aunque es y=x°
innecesaria para resolver el ejer-
cicio).
-1 0 1
. . 7 3
f) I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: x° - 2x = —x~+ 4x. Son 0 y 3.

II. Calculamos la funcion diferencia:
p=(x2% - 2x) — (% + 4x) = 2x% — 6x

II. Calculamos su primitiva:

G(x) = J.(sz — Gy = == — 32
3 4 :
g gt iy
IV. G(0) = 0, G(3) =-9 3
2
V. G(3) - G(0) =9 1 y
El 4rea buscada es: |-9|=9 u? 0
|_ ¥
(Se adjunta la grifica, aunque es -1 e
innecesaria). = '




2) 1. Buscamos las soluciones de: —x? + 4x—-4=2x-7. Son -1 y 3.

II. Calculamos la funcion diferencia:
y=(22+4x—4)— 2x—7) =%+ 2x+ 3.

1. Calculamos su primitiva:

; - ey
G(x) = J.I('—:na:‘2 + 2% + B)elx = % + x% + 3x

R

: _ =5 o it y=—x+4dx 4
IV. G(-1) = 3 G(3) =9 5 To _ 3 >§
V. G3 -G =9+2 =32 W
3 3 4
y=2% —7
El drea buscada es: 92 2. /(;
/
(Se adjunta la grafica, aunque es £ <
innecesaria para la resolucién del rV 9
ejercicio). 10
/4
Calcula: j sen x cos x dx
0
E-"r \IIE f2 f 2 \IE ."'l 2 1
j SE'HI'EDS.'?CdX=J. rdr=[—‘ = —
0 0 2 Jo 4
Aplicamos el siguiente cambio:
senx=1% cosx-dx=dt
para x=0; t=0
ard X = ¥ = E
p % 4 } 2
Halla el valor de la integral definida de la funcion f(x) = i 59 3 cos (2nx)
x

en el intervalo I=[0, 2].

I

1
x+1

2
— 3 - cos {_’2::9;)] dx = [gﬂ_ (x+1)— 3 - sen (2mx) o
2 - TC 0}

=m(3)-In)=m3)



Dibuja el recinto plano limitado por la pariabola y?—x =1 y por la recta pa-
ralela a y = x que pasa por el punto (1, 0). Calcula el area de ese recinto.

. o 2
I. Calculamos las soluciones de la ecuacién: y=—1=y + 1.

(Esta ecuacién resulta de despejar la x en: y2—x=1; y=x—1).
Sus soluciones son y=-1 y 2. Y = e
o | et = |92 L ]
=
5 X
P
"""--...___“_-
I1. Calculamos la funcion diferencia:
x=@r=D=@w+1)=p?—p=2
[I1. Buscamos su primitiva:
y?
G = j(‘u"— y-dy=2 2 _2
. 7 ey —10
V.G =—, G(2)=—-
=1} ¢ (2) 3
: A9 T . =8
V. G2)-G(-1)=————=—
3 6 2
€
El drea buscada es 2 % u?
Comprueba que j |2x—1|dx = %
2 1/2 2
j |2x—1] -dx=J (2x+Ddx+| @x—1) dr=
0 0 1/2
12 —1 1 1 1 5
=loaf+ax +|pK-x A —+42_— =
[ ] [ ] 2 4 2 4 2 2



Halla el drea limitada por la funcion y = 2x— x? y sus tangentes en los pun-
tos en los que corta al eje de abscisas.

I. Buscamos las soluciones de la ecuacion: 2x—x2=0. Son 0 y 2.

II. Calculamos la derivada de f(x) = 2x — &%, que es f'(x) = 2 — 2x.
La tangente que pasa por (0, 0) tiene pendiente f'(0) =2, por tanto es y = 2x.
La tangente que pasa por (2, 0) tiene pendiente f(2) = -2, por tanto es
y=-2x+4.
III. Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: entre 0 y 1 y entre 1 y 2.
La funcion diferencia en el primer intervalo es:
Ji(0) = 2x — (2x — x%) = x*
y en el segundo intervalo es:

Sl =2x+4-2x—x?) =x?—4x+4
IV. Sus primitivas son:

e
G,(x) = J.:a,zdx = %

2
G () = j(xz — 4 + 4)dlx = % — 20 + 4

. . 1 : —
V. G,(0) =0, G,(1) = 3 G, (1) -G (0) = 3
a4 s _ 8 o 1
G,(1) = 3 G,(2) = 3" G,(2) - G,(1) = 7y
2
El drea buscada es: 4 + o~ = 2 2, 3
5 8 3
(Se adjunta la grifica aunque no es 2
necesaria para resolver el ejercicio).
1




Calcula el drea limitada por la curva y = % — 2x? + x vy la recta tangente a
ella en el origen de coordenadas.

I. Calculemos la ecuacion de la recta tangente en el punto (0, 0), para ello calcu-
lamos la derivada de nuestra funcion:

y'=3x%—4x+1
p'(0) =1 (pendiente)
La recta tangente tiene por ecuacion y = x.
II. Calculamos las soluciones de: x3 — 2x? + x=x. Son 0 y 2 (limites de integracion).
I11. Obtenemos la funcion diferencia:

y=o3 — 202 & x— o=t 20t

; . : N
IV. Buscamos su primitiva: G(x) = j[xa —2xl)dx= 2 - ‘XT
I _4
V. G(0)=0, G2)=—
4 3
G(2) - G0) = —
3
¥y 2
El drea buscada es: _—:}’ = % u’. y=x
h 1
(Se adjunta la grafica aunque no es 1
necesaria para la resolucion del ejer- i Wt
cicio). 0 1 2
!
+

Halla el area comprendida entre la curva y = . €l eje de abscisas y

9 + 2x2
las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexion de dicha curva.

I. Buscamos los puntos de inflexion, para ello, calculamos las dos primeras derivadas:

y' = i
(9 + 2x%)?
P = -16 - (9 + 2x% — 8x2)

O + 2x%)?
[gualamos a cero para encontrar en qué valores de x la segunda derivada es

Cero.

[ [~
NGO N6 ,
Esto ocurre en ——— y —~ (puntos de inflexion).



II. Calculamos la primitva de nuestra funcion:

; 4 2V \2x
Glx) = j i = - arc ( )
0 + 2x2 3 s 3

I3 B E
III.G(—N'. ,}) S arc tg —E]
2 3 3
w"_f} z’w"_ ‘u"_
G( > ) = 3 arctg (?)
V6 V6\ 242 ] V3 3
G(T) - G(— 5 ) =53 (.zlrc ig (T] —arc g (——))

El 4rea buscada es) 2 (ﬂf‘c I8 (lﬁ) ) —arcig (_%))

(Se adjunta la grafica, aunque es in-
necesaria para la resolucion del ejer- / \

4
cicio). > -
/ \

Si flx) = \ﬂ% y g(a)=[1-«x

a) Dibuja las dos graficas en un mismo plano y halla sus puntos de intersec-
cion.

b) Determina el area del recinto encerrado entre ambas graficas.



o | 1-x si x<1 d
a)gx)=|1-x|= ) o) = |1 = [x
8 | . 51 XF1 | |
Buscamos los puntos de interseccion
resolviendo la siguiente ecuacion: i
] — I =N
X
—== =] | X
‘\’ 5k )

. , 1 . : .
Sus soluciones son 5 ¥ 2. (Limites de integracion).

b) Tenemos que distinguir dos intervalos de integracion: % 1y 1 4 2
I. La funcion diferencia en el primer intervalo es:
b (x) = ‘\{? —(1-x)
La funcion diferencia en el segundo intervalo es:
byx) =\ 5~ =1

II. Sus primitivas son:

%
[ 1"’: 4 ol xz
" X 4 X 3 -2
H,(x) = (—\/—_x+ 1)=_(-.f_) B
) . 2 3 2

24
: %  NE 1
El drea buscada es N2 1.5 4 V2 1 15 .8



Se considera la funcion:

Xt si 2<x<0
g(x)=1 2x si 0<x<2
10—3x si 2<x<4

Representa la funcion g y calcula el valor de las siguientes integrales defi-
nidas:

1 4 4
I= j glx)dx J= I] glx)dx K= glx)dx

3 -2

%

.
L%

[§%]

1 0 1 310 :
I= g(x) dx = X2 dx + J 2x dx = [x_] + [xZ] -

4 2 4 <
J= j g(x) dx = J- 2x dx +j (10 — 3x) dx = [.wcz}'; + [10x—
| 2

1

Dibuja el recinto comprendido entre las grificas de las funciones y = %,
y =, y=8x, yhallasu irea.

y AV
3 ¥= 8x AN\
2 / \ y=Xx
1]
4]
-1 = L.
%5
-2
3
_.'i
-5

I. Buscamos los puntos de interseccion de las funciones:

= x: Soluciéon x=1.

= 8x: Solucién x =

t\-llv-*

2
x = 8x: Solucion x = (.



Halla el polinomio de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0),
sabiendo que el area limitada por esa curva, el eje Y v el eje X positivo es
4/3.

Como el polinomio pasa por los puntos (0, 1) v (3, 0), unaraizes x=3, por
tanto: y = (x—3) - (ax— b)

Por otro lado, cuando x=0, y=1, asi: 1=-3-(-b)=3bh, b= %

Quedando: y=(x—3) - (g,- e %)

































