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\ Polinomios I

| Definicion: Polinomio I

SeaK (Q,R 6 C), n € NU{0}, ysean ag,az,...,a, € K. Se llama funcion
polinomial o polinomio con coeficientes ag,a,...,a, a la funcion
p: K — K que a cada x € K le asigna el valor:

n

p(z) = aa' =ag+ a1z + aga® + -+ + anz",
1=0



\ Polinomios I

‘ Observaciones y notaciones: I

>

e

El grado de un polinomio es el mayor valor »n tal que a,, # 0. Se
escribe gr(p)=n.

Sin=0Yyag # 0, entonces p(z) = ag se llama polinomio constante
y tiene grado cero. El caso p(z) = 0 € K se define como el
polinomio nulo, y se denota por 6. Se conviene que el polinomio
nulo no tiene grado.

VeeK: 0(z) =0A1(z) = 1.

a,, Se llama coeficiente principal de p y aq el término libre o
Independiente de z. Si a,, = 1, entonces el polinomio p se llama
polinomio monico.

Se denota por P(K) al conjunto de todos los polinomios con
coeficientes en K. Por ejemplo, P(Q), P(R) 6 P(C).



\ Polinomios I
‘ lgualdad de Polinomios: m

Sip(z) = Z a; y q(x) = Z bix",
i=0 '

entonces

p=q<=gr(p)=gr(q) vy a; =b;, Vi=0,..,n.

‘ Proposicion: m

Si dos polinomios p y ¢ de grado n coinciden en n + 1 puntos distintos,

entonces p = gq.



\ Polinomios I

Definicion : adicion y multiplicacion de polinomios.

n

Sean p(z)=)» ax’ y q(z)=) bz’ dospolinomios cualesquiera
1=0 1=0
en P(K). EI conjunto de los polinomios P(K) resulta ser un anillo

conmutativo con unidad al definir las siguientes operaciones:

® Adicion

r

p(z) +qla) = 3 (@i + b)),

1=0

donde » <méax{m,n}, es decir, gr(p + ¢)< gr(p) o gr(p + ¢)< gr(q).
® Multiplicacion

m-+n

p(x)-q(e) = 3 dia,
1=0

donde d;= ) apb;, i=0,1,....,m+n.
ktj=i



\ Polinomios I

Propiedades de la adicion y el producto en P(K).

Vp,q,r € P(K) se tiene:

S1). (p+q)+r=p+(qg+r). | S2). p+q=qg+p.

S3). J0ePK):p+60=p S4). d—pePK):p+(—p) =80

M1). (p-q)-r=p-(q-7) M2). p-gq=gq-p

M3). Existel1 e P(K):p-1=p|D). p-(¢+r)=p-q+p-r

N). p-gq=0=—=p=600qg=20




\ Polinomios I
| Observacion: I

® |adivision de polinomios tiene mucha semejanza con el de los

numeros enteros.
p

Si p, q € P(K), entonces = se llama funcion racional de xy en
q
general no es un polinomio.



\Poﬁnonﬂosl
Teorema. I

Si p,d € P(K), gr(p) > gr(d) y d # 6, entonces existen Unicos
polinomios ¢, € P(K) llamados respectivamente cuociente y resto

tales que:

p=qd+r, donde r=60 VvV gr(r)<gr(d).

| Observaciones: I

® En elteorema se tiene que si p es el dividendo y d es el divisor,
entonces

p__ T
a1ty

® Sir =0, entonces decimos que d divide a p, d es un factorde p o p
es divisible por d.



\ Polinomios I
‘Ejemplol

® Sip(x)==6x+423+52* — 2> y d(z)=2*+1, entonces
q(r) =5x*+4x—6 y r(x)=2x+6.

[Regla de Ruffini. |

Si dividimos el polinomio p por (x — ¢), obtenemos un cuociente

q(x) = Q12"+ Qn—zib’n_2 + -+ 1T+ qo

y un resto constante r(x) = rg, con ry = p(c).

| Corolario. I

p(x) es divisible por (z — ¢), siy so6lo si rg = 0, en tal caso




\ Polinomiosl
|Teorema del resto. I

El resto de dividir p € P(K) por (x — c) es p(c).

| Demostracion. I

Sip(z) = q(x)(x — ¢) + ro, entonces p(c) = ro.

| Teorema del factor. I

Sea p € P(K):

p(c) =0 = dqe P(K): p(x) =

q(z)(z —c).

S



\ Polinomios I

Definicion. I Sean p € P(K)y ¢ € K, se dice que c es una raiz o cero
de p si p(c) = 0. Es decir:

n

p(c) = Zaici — ag+ ajc+ asc® + -+ a,c” = 0.
i=0

| Observaciones. I

® Elvalor x = c corresponde a la interseccion de la grafica de p con el
eje X.

® Para calcular p(c) resulta eficaz el algoritmo de Horner:

p(c) =ag+ clay +clag + -+ c(@n_1 +cayp)--+))

n(n + 3)
2

gue exige solo 2n operaciones elementales frente a las

operaciones efectuadas con la sustitucion directa. =



\ Polinomios I
Definicidn. Polinomios reducibles e irreducibles. I

Sip € P(K)y gr(p) > 2 se dice que p es reducible en P(K) si es
divisible en P(K), es decir, cuando existen dos polinomios ¢,d € P(K),
con gr(q) > 1,¢gr(d) > 1, tales que p = ¢ d. En caso contrario se dice que

p es irreducible o primo  en P(K).

® Por ejemplo, p(z) = 2 + 1 es reducible en P(C) y es irreducible en
P(R)yenP(Q).

® | os polinomios de grado 1, p(x) = ag + a1x, son irreducibles o
primos en P(K).

12



\ Polinomios I
| Observaciones. I

® Seak c N el mayor entero tal que (z — ¢)* divide a p(z). Es decir
existe ¢ € P(K) tal que

p(z) =q(z)(zr — c)k, x € K.

En tal caso decimos que c es una raiz de multiplicidad k. Si k£ =1
se dice que c es una raiz simple.

® Sigr(p) =n, entonces la adicion de la multiplicidad de los ceros de
p(x) es menor o igual que n.

13



\ Polinomios I

‘ Teorema Fundamental del Algebra. I

mn

Todo polinomio p(z) = » a;z’ € P(C) admite una descomposicion en
1=0

factores primos, es decir,

p(x) = an(r —c1)(x = c2) -~ (2 = ¢cn),

con ¢y, ¢, ..., c, € Craices de p.

14



\ Polinomios I

| Observaciones. I

® Siun polinomio p(z) de grado n con coeficientes complejos es igual
a cero para mas de n valores de z distintos, entonces el polinomio
es identicamente nulo.

® Equivalentemente decimos que p(x) tiene a lo mas n raices
distintas.

® O bien, decimos que los unicos factores irreducibles de p son
polinomios de grado 1.

15



\ Polinomios I
Teorema. I

Sea p € P(C) con coeficientes complejos reales, gr(p) > 2y
z=a+bi € C(cona,b € R). Sip(z) =0, entonces p(z) = 0y existe
q € P(R) tal que

p(z) = [(z — a)® +b%]q(z), Vz R

| Observacion. I

® (z—2)(v—-2)=(r—a)?+b*=2%—2ax+a®+ .

16



\ Polinomios I

® PR)CP(C), luego del teorema concluimos:

a) (x— z)(x —Z) son factores irreducibles de p € P(C).

b) (2 — a)?+ b* es un factor irreducible, de segundo grado, de
p € P(R).

| Corolario. I

Sea p € P(C) con coeficientes complejos reales, gr(p) > 2. Siz =a + bi
(con a,b € R) es una raiz de multiplicidad k£, 1 < k < gr(p), de
p € P(C), entonces [(x — a)? + b%]* es un factor irreducible de grado
2k de p € P(R).
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\Poﬁnonﬂosl
Teorema. I

Si p € P(C) con coeficientes complejos reales, gr(p) = n, entonces

p(z) = (x—a)™ - (z —a,)™ [(x — a1)? + B]™ - (& — o) + BF]™,
donde:

® p(a;) =0, x = a; € R cerode multiplicidad m;,i =1, ...,r.

® plag+16x) =0, zx = ax + 15 (ak, B € R) cero de multiplicidad
ng, k = 1, ceey S

® mit+me+---+m,+2n1 +2n9+---2n, = n.

18



\ Polinomios I
| Criterios de localizacion de raices. I

® Sipe P(R) tiene grado impar, entonces p tiene al menos una raiz.

® Sia+ Vbesraiz de p € P(R), con coeficientes racionales, a,b € Q
y /b es irracional, entonces a — v/b tambien es raiz de p.

‘ Regla de Descartes. I

El nimero de raices reales positivas (negativas) de un polinomio
p € P(C), con coeficientes complejos reales es menor o igual que el
numero de cambios de signo de los coeficientes de p(z) ( de p(—z)) 0
difiere de él en un nimero par.

Por ejemplo, p(z) = z* — 2% — 2o — 1 tiene una raiz real positiva, una
negativa y dos complejas conjugadas.

19



\ Polinomios I
| Observaciones. I

® | as raices racionales de un polinomio p con coeficientes racionales
son las mismas que las raices del polinomio ¢ = M - p, con M el
minimo comun multiplo de los denominadores de los coeficientes
de p.

® Por ejemplo, las raices de p(z) = 3z* — $2% + 222 — Sz + 1y de
q(x) = 30p(x) = 902* — 1523 + 2022 — 18z + 30 son las mismas.

| Teorema. Raices racionales . I

n

Si £ es una raiz de h(zx) = ) a;a’ con coeficientes en Z 'y con p, g € Z,
q ;
1=0

primos relativos, ¢ = 0, entonces p divide a ag y ¢ divide a a,,.

20



\Poﬁnonﬂosl
| Corolario. I

Si p es un polinomio monico con coeficientes en Z, entonces sus posibles
raices racionales son los enteros divisores de su término libre.

‘ Localizacion de raices de un polinomio con coeficientes complejos reales . m

n
Sice Cesraizde p(z) = ) a;2', entonces:

i=0
ool oy < 2E D]
o+ |ao| |y,

donde:

a =max{|ay|,...,|la1|}, B =max{|an_1|,-...,|ao|}

Ejemplo, si p(z) = z* — 32% — z + 3, entonces 1 < |¢| < 4.
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\ Polinomios I
‘Ejemplol

Descomponer en factores irreducibles en P(R) y en P(C), p(z) = 2% — 1.
Solucion

= (2 = 1)(a° + 1)
=(x—-1)(2*+z+1)(z+1)(2? -z +1).

Como z% + x + 1y 2?2 — z + 1 tienen raices complejas. Asi

p(z) = (z = 1)(@* + =+ 1)(z+ 1)(z* — 2 +1)

esta descompuesto en factores irreducibles en P(R) y

p(z) = (z—1) <CL‘— _1—;\/§i> <zr:— ! _2\/§Z> (z+1) (:z:— 1+2\/§i> (:c— L _2 3i>

esta descompuesto en factores irreducibles en P(C).




\ Polinomios I
‘Ejemplol

Encuentre todas las raices de

3 45 271 27
p(x):x6—§:1:5—Zx4—|—?:1:3—33:1:2—|—?a:—2

Solucion
Para poder encontrar raices racionales es necesario que el polinomio sea
a coeficientes enteros, es decir, busquemos las raices de

q(z) =82° —122° — 90 2* + 271 2> — 264 2% 4+ 108 = — 16.

g tiene 5 cambios de signo, luego tiene una, tres o 5 raices positivas.
Analogamente se tiene que tiene exactamente una raiz negativa.

. . . 1 1 1
Las posible raices racionales son {il, +2, +4, £8, +16, i? ii’ ig}.

23



\ Polinomios I

g -12 -90 271 -264 108 -16| -4
-32 176 -344 292 -112 16

8 -44 86 -73 28 -4 0
De aqui —4 es la raiz negativa y como

q(x) = (x +4)(82° —442* + 862> — 732% 4+ 28 — 4)

. , . 1 11
las posibles raices racionales son: {1, 2,4, 27 §}'

Analogamente se obtiene que las restantes raices son:

multiplicidad 2 y % con multiplicidad 3.

2 con

24



\ Polinomios I
‘ Descomposicion de una fraccion en adicion de Fracciones Parciales. I

Si p,g € P(R), con gr(p) < gr(q),q # 6, entonces la funcion

racional £ puede descomponerse en adicions de fracciones cuyos

q
denominadores son polinomios obtenidos de la factorizacion de ¢ en

polinomios irreducibles en P(R), de la siguiente forma:

® |) por cada factor lineal repetido n veces, (ax +b)", n €N, se
obtienen los adicidnndos:

Al N Ao T A
(ax +b)  (ax + b)? (ax + b))

25



\ Polinomios I

® |[l) por cada factor cuadratico irreducible en P(R), repetido m veces
(az? + bz + ¢)™, se obtienen los adiciénndos:

A1ZC -+ Bl 4 AQZC -+ BQ 4 i AmZC -+ Bm
(ax? +bx +c¢) (az? + bx + ¢)? (ax? + bx + )™

| Observacion. I

Si gr(p) > gr(q), entonces podemos calcular el cuociente @) y el resto R

de la divisién 2 , tales que:
q

. . . R
y aplicar el procedimiento anterior a —.
q

26



\ Polinomios I

‘Ejemplo 1. I Descomponga la fraccion en adicion de

parciales
3r + 6

(x —2)(x+4)

| Solucidén I

Los factores del denominador son lineales diferentes

3T + 6 A B

(x —2)(x +4) :1:—2+x—|—4
De aqui A =2y B =1, es decir,

3r + 6 2 N 1
(x—2)(zr+4) 2—-2 x+4

fracciones

27



\ Polinomios I

‘Ejemplo 2. I Descomponga la fraccion en adicion de fracciones

parciales

6z — 14z — 27
(x +2)(z — 3)?

| Solucidén I

El denominador tiene el primer factor lineal no repetido y el segundo lineal
repetido

6>~ 14227 A B C
(z+2)(x—3)2 x+2 -3 (x—3)2

Deaqui A=1, B=5y(C = —3, es decir,

6x2—14x—27_ 1 5 3

(£C+2)(£C—3)2_ZC—|—2+£E—3 (x — 3)2

28



\ Polinomios I

‘Ejemplo 3. I Descomponga la fraccion en adicion de fracciones

parciales

5r? — 8 + 5
(x —2)(z2 —x+ 1)

| Solucidén I

El denominador tiene el primer factor del denominador lineal y el segundo,
es irreducible en los numeros reales

522 — 8x + 5 A Bx +C

(x —2)2?2 — 2+ 1) :E—2+:C2—:C+1'
Deaqui A=3,B=2y(C = —1, es decir,

522 —8x + 5 3 2 — 1

(x —2)(x2 —xz+1) ZC—2+£C2—ZE—|—1

29



\ Polinomios I

‘Ejemplo 4. I Descomponga la fraccion en adicion de fracciones

parciales

3 —42° + 92 -5
(2?2 — 2z + 3)?

|So|ucic’)nl En este caso en el denominador el factor cuadratico es
irreducible en los nUmeros reales

t? —42*+9x -5  Ax+ B N Cx+ D
(22 —2x+3)2 22 -22+3 (22 -2z +3)?

DeaquiA=1,B=-2,C =2y D =1, es decir,

x3—4x2+9:€—5_ T — 2 n 2z 41
(22 —2x+3)2 22 -2 +3 (22 — 22+ 3)2

30



\ Polinomios I

‘Ejemplo 5. I Descomponga la fraccion en adicion de fracciones

parciales

x3 —Tx? + 17z — 17
2 —5r+6

|So|ucién I Primero es necesario dividir, pues gr(p) > gr(d). Asi:

x3 — 7%+ 17x — 17 r—9
=x— 2+
2 —b5xr +6 2 —bx +6
y
r—9 B r—5H B 3 2
2 -5x+6 (z—2)(zr—-3) =x—-2 x-3
Luego
x3 —7x? + 17x — 17 ( %) + 3 2
= |\ — —_
2 —5r+6 x — 2 r—3

31



\ Polinomios I

‘Ejemplo 6. I Descomponga la fraccion en adicion de fracciones

parciales

20t + 23 + 22 + 4
x4 + 222 +1

32



\ Polinomios I
[ Solucion |

Primero es necesario dividir, pues gr(p) = gr(d). Asi:

2rt + 23 + 22 + 4 3 — 3x2 4+ 4x — 2

x4 + 222 + 1 + x4 + 222 + 1

3 — 3% +4x — 2 B A:E+B_|_ Cx+ D
vt +2224+1 2241 (2241)2

de donde, 2° — 32? + 42 — 2= (Ax + B)(2* + 1) +Cx + D

Lluego A=1,B=-3,C=3yD =1.
Por lo tanto

2rt + 13 + 22 + 4x Tz — 3 3r+ 1

vt +2224+1 +x2—|—1+(:1:2—|—1)2

33
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