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1.- LA INTEGRAL INDEFINIDA:

Ejercicios Resueltos
Recordemos que:

Si f(x) es una funcion real, entonces

[ [foodx = Fo = dFX) = fx) }
dx

Usando esto, verifique las primitivas basicas siguientes haciendo la derivada del lado

derecho:

v e e O

2) :azjﬁ = iarctg% + C

3) .d—x = larcsenm + C

4) ..x—bzi:ﬁ = %arcsec% + C

5) Verificar: J.ﬁ = %Ln(bxm/@) +C

6) Verificar: J.«/bzx2 +a’dx = X—‘bzxzziaz + %Ln(bwfm) +C
7) Verificar: .«/bzxz +a’dx = X—‘b2X22iaz + Z—ZLn(be/W) +C
8) Verificar: .\/az —b?x? dx = X—‘angzxz + %arcsen%+ C

9) Verificar: jsenzaxdx = %_SenZax +C

4a




10) Verificar: | cos?axdx =

£+ sen 2ax +C
2 4a

11) Verificar: Ln(a+bx)dx =

(@a+bx)Ln(a+bx) —x +C

[o 2 N

12) Verificar: | secaxdx = 1 Ln(secax+tgax) + C = an[”se”axj +C
a 2a 1-senax
13) Verificar: cosec axdx = ~Ln (cosecax—cotgax) + C = 2 Ln 1+ cos ax +C
a 2a 1- cos ax

En cada caso se debera derivar el segundo miembro para obtener la funcion integrando,
es decir, verificar que

dF(x)
dx

= f(x)  cuando j fx)dx = F(X).

Buen ejercicio de recapitulacion, muy necesario para lo que viene.

En esta tabla basica, en su segunda parte, cada ejemplo sera deducido mediante los

siguientes métodos de integracion que se presentaran.




2.- METODOS DE INTEGRACION.-

Ejercicios Resueltos.-

(A) Método de integracion inmediata

Se trata de determinar las primitivas a partir de sus propiedades, lo sabido en derivacion y

algunos recursos algebraicos, ademas de los ejemplos logrados en la Tabla Basica.

Ejemplos resueltos

Calcular:
1
1 IX +—=)?dx
) J.( &)
Solucién:
2
Desarrollando: I(&Jr%)zdx = J.(X+2+%)dx = X? + 2x + Lnx + Cy
2) x3/x dx
Solucion:
[ X3+ 3x3
x¥xdx = J.x‘”?’dx = 5— +C= + Cy
J 3 7
3) (2e* +3senx)dx
Solucion:
(2e* +3senx)dx = ZIexdx + 3J.senxdx = 2e* — 3cosx + Cy
X3/2 +X2/3
4) J.de

Solucion:




5)

6)

- 5%
8- |

Nlw
Bl
w\r\)
:a\—\

5
J'(X4+X2 =

©o|x
x

[y
J

Y-S
N

Solucién:

3 = ;3’%(1—2% 6%+C
T = |WU?+3u?)du = fuz —6u I

3
_1) = | axs3_A|ax = xt _ 3 -
J(x « dx j(x 3x+x X3jdx 4 5t 3Lnx + 2 Cy

d X
7 = x5 4+ 2.- I X _ ArcSen(x) 3.-jaxdx -2 ¢
1- X2 I—na
Cosx dx=L,Senx+c 5.- j SecxTgxdx = Secx + ¢ 6.- j Sec’x =Tgx +¢
Senx

5 4

9.- I(x2 +x+1)2dx:j(x4 +2x +3x° +2x+1)dx:%+x7+ X3+ x+c

10.- J(ﬁ+—)3dx _[(x3’2 +3+

(B)

32+i3)dx_5 x°/? 4 3x - Sz iz+c.
X X 2X

Método de sustitucion o cambio de variables

Para el caso que la integral jf(x)dx sea no inmediata, se propone el cambio de la

variable x por  g(t) que, al diferenciarla, tenemos dx = g'(t) dt ; con esto pretendemos que la
nueva integral

[famy gyt
sea inmediata.




Ejemplos resueltos
2
1)  Calcular xe* dx
Solucion:

Haciendo el cambio xX?=u = xdx = %du; sustituyendo:

2

2
jxex dx = %Ieudu = Je"+ C=1e +Cy
"Siempre debemos regresar a la variable original™.

2)  Calcular Ix3sen(3 +x*)dx

Solucion:

Haciendo 3 + x* = t, tenemos 4x°dx =dt, 6 x°dx = ldt. Luego, la integral queda

J.x3sen(3+x4)dx = %J.sen(t)dt = —1cos(t) + C = — 1cos(3+x*) + Cy

xdx

V1-x?

3) Calcular

Solucién:
Tomando 1-x*=u®> = xdx = —udu. Luego,
xdx = - %=—U+C=— 1-x? + Cy
1-x2 u

4)  Determinar Jx3Vx2—a2 dx

Solucién:

Si hacemos x?—a® = u?, entonces xdx = udu;ycomo x*=u?+ a? tenemos
Ix3 x> —a?dx = IXZsz—az xdx = J.(u2+az)~u-(udu) = I(u4+azu2)du

a’u®

3

W
= —+
5

5 2 3
+ C = (x2—a2)2+%(x2—a2)2 + Cy

all=




cos xdx

5 Resolver | ———
) J‘,/1+senx

Solucion:
Si 1+senx = u% cosx = 2udu; luego,

cosxdx _ | 2udu _ oldu = 2u + C = 2. ixsenx + o
JJ1+senx u

6) Hallar I(3—x)§x3 dx

Solucién:
Haciendo 3 —x=u®, se tiene dx =—-3udu, x> = (3 -u®)® = 27— 270 + 9u® - u°,

tenemos:
1
I(3—x)3x3 dx = ju(27—27u3+9u6—u9)(—3u2)du = —3!(27u3—27u6+9u9—u12)du

27 4 27 7, 9 10—%u13)+C

327 L9 T2 2
3 _~%0 _ 3 -~ _ 3 _ 2 _ 3
T(3-x) + 2 (3-%)° ~12(3-x)° | + Cy

7)  Resolver dex
V1-x?
Solucion:
Si hacemos arcsenx = u, entonces = = du. Por tanto, la integral queda
1-x

2
J'arcsenx dx = judu = u? + C = %(arcsenx)2 + Cy

V1-x?

Lnx

8) Resolver J—dx
X

Solucién:




Si U=LnX, = du = %, J'Ln—xdx = Iudu = 1u2 + C = 1(Lnx)2 + C//
X X 2 2
2
9.- [ (Sen(x)’ e haciendo x* =t = 2xdx = dt = | =%j8entdt =%Cost+c= Cosx
10.- J‘ Cosx dx haciendo Senx =t; Cosxdx:dt:jﬂz__:[+cz__1+c
Sen®x 2t Senx
11-
2X 2%
i L,(1+3e
I e haciendo (1+3e?)=t= 6e**dx=dt = | _1 ﬂzanHC: n @+ )+c
dx du
=du=1l=|—=Lu+c=L,(L,x)+cC
XLnX X I u n n( n )
3
IArCCOS X dx; Si ArcCosx =u SR SN =ju2du Y% c=1/3ArcCos®x+ ¢
Vl S —J1-x? 3
I 23X+2 2dX con (3x% +x—4)=u= (6x+4)dx = du =
(3x° +4x—4)
| =ljd—u=—i c:1(3x2+4x—4)‘1+c
2
15.-
3,2
%X=
Cos x°
4 4,2
[ (Tg®x?sec?x*)(xdx) Si Tgx® =u = 2xSec’x*dx = du .-éjlﬁdu ZU—Zngx +C




(C)

Integracion por partes

La formula

judv = uv — Iudu

nos permite sustituir una integral por otra que sea mas abordable que la primera.

Ejercicios resueltos:

1)

2)

Calcular jx”Lnxdx , con n# -1

Solucién:

Sea u=Lnx, = du=-—2=

dv=x"dx = v= :
n+1

luego, reemplazando en la férmula anterior:

Xn+1 1
x"Lnxdx = -Lnx — — | x"dx
n+1 n+1
n+1 n+1
=X _.lnx - L + C
n+1 n+1 n+1
Xn+1 n+1
= -Lnx — > + Cy
n+1 (n+1)
Calcular jam@xdx
Solucioén:
Aqui la eleccion de u y dv es una sola:
_ _ dx | _ _
u=arctgx = du—1 5 dv = dx = V=X
+X

Asi,
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IarCthdX = x-arctgx — .[1de2 . Esta ultima integral la resolvemos
+ X

haciendo la sustitucion 1+ x? = z, lo que da xdx =dz. Asi,

Iarctgxdx = Xx-arctgx — ;J.E = x-arctgx — %Ln(1 +x%) + Cy
V4

3) Calcular Ixarotgxdx

Solucion:
, . - _ _ dx
Aqui conviene elegir: u = arctgx = du = T
+ X
X2
dv = xdx = v = —
2
2 2 2 2 _
Asi, |xarctgxdx = X arctgx — 1|2 a2 X arctgx — 1 (Ul
2 2 J1+x2 2 2 1+x2
2 od
= Xarctgx — 1 ax + |-
2 2] 2 J 142
x? 1,4 1
= “_arctgx — -x+ _arctigx + C
2 2 2
= Ixarctgxdx = %(x2+ 1)arctgx — %x + Cy
4)  Hallar ILn(x+V1+x2)dx
Solucion:
1+ X2 1
Tomemos: u = Ln(x+ V1+x?) =  du= —YMX° gx = dx
X +V1+ X2 1+ x2

dv = dx = vV = X

Luego,

J.Ln(x+\/1+x2)dx = xLn(x + V1+x?) — \/Xd% .
1+ X
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du

5)

La dltima integral la resolvemos haciendo la sustituciéon 1 + x> = u?, dedonde xdx =u

Asi, J.Ln(x+\/1+x2)dx = xLn(x + V1+x? ) — Jdu = xLn(x+ V1+x*) —u + C

= Ln(x+v1+x?)dx = xLn(x+ V1+x?) — V1+x*> + Cy
Calcular x3 senxdx
Solucioén:

u=x> = du=3x%dx

dv=senxdx = Vv=-—c0SX

Asi, tenemos

J.x3 senxdx

Integrando por partes nuevamente :

|

u=x

= —x%cosx + 3J.xzcosxdx.

= du = 2xdx

dv=cosxdx = v =senx. Porconsiguiente,

x3 senxdx

= —x’cosx + 3(Xzsenx—2-[xsenxdx).

De nuevo integrando por partes:

Finalmente,

u=x = du=dx

dv=senxdx = = — CoS X
xsenxdx = —x’cosx + 3(x*senx —2(-xcosx +senx) + C
x®senxdx = —x’cosx + 3x’senx + 6xcosx—6senx) + Cy

~
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6) Calcular Isec3x dx

Solucion:

Sea u=secx

= du=secxtgxdx

dv=sec’xdx = v=tgx

Entonces,

sec’xdx = secxtgx

sec’xdx = secxtgx

sec’xdx = secxtgx

sec’xdx = secxtgx

secXx tg2 xdx

sec x(sec’x—1)dx
'
sec3xdx + J.secxdx
[

sec®xdx + Ln|secx +tgx| + C

2 | sec®xdx = secxtgx + Ln|secx +tgx| + C

= secixdx =

7) Hallar | xcos?xdx

Solucién:

%(secxtgx + Ln|secx +tgx|) + K (donde K = %C)

Haciendo u=x = du=dx

dv = cos>xdx =

Luego,

X cos?x dx

v = %(x + Sen X - Cos X)

%(x+senx-cosx) -

xcos’xdx = %(x+ Sen x-cosx) —

N

N

(por la Tabla Basica de Primitivas)

(x + sen x-cos x)dx

xdx -— % Isen xd(sen x)
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2 2
X sen“x
Ixcoszxdx = —g (x +senx-cosx) — — —

+ C
2 2 I

8)  Hallar una férmula de reduccién para J-x“ e?dx

Solucion:

Haciendo u=x" = du=nx""dx

dv=e*dx = v= %ezx

n
X n _
I = Ix” eXdx = ?ezx -5 jx” Te?*dx .

Vemos que hay que reiterar el Método de Integracién por Partes para lograr una formula

de reduccion:

% N "Férmula de reduccion”

9) Calcular jcos(Lnx)dx
Solucion:
u=cos(Lnx) = du= —%sen(Ln X)

dv=dx = v=X

Entonces,
jcos(Lnx)dx = xcos(Lnx) + jsen(Lnx)dx .
Reiterando el método, hacemos:
u=sen(Lnx) = du= %cos (Lnx)
dv=dx = Vv=Xx

= Icos(Lnx)dx = xcos(Lnx) + xsen(Lnx) — Icos(Lnx)dx
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2J'cos(Lnx)dx = xcos(Lnx) + xsen(Lnx)

[xcos(Lnx) + xsen(Lnx)] + C,

N =

= J.cos(Lnx)dx =

10.-
| = IeaXCObedx u=e* = du = ae*dx

ax

dv = Cosbxdx = v = %Senbx = 1= eTSenbx —%J'eaXSenbxdx ,

repetimos la integracién por partes.
u=e* = du=ae®dx

dv = Senbxdx = v = —%Cosbx

ax ax ax ax 2
1= senbx—2 (—e—Cosbx + EJ'eaXCosbxdx — € senbx+ 2 _cosbx -2 |
b b' b b b b? b?

2 ax ax b2 ax ax

a e ae e ae
1+ —)I == Senbx+——Coshx < | = ——Senbx + Cosbx
( b2) b b? a2+b2(b b? )
10.- | = ICoszxdx Si u=Cosx = du = —Senxdx dv = Cosxdx = v = Senx .-.

| = SenxCosx + j Sen®xdx = SenxCosx + _[ (1—Cos?x)dx = SenxCosx + x — | =

| =£SenxCosx+5+c.
2 2

[L2 2 [L2 2
11.- jArcSenudx. Si u= ArcSenu: du :;zdx:idx
a a 2

dv=dx=>v=x

a
I = xArcSenx — _[ X—dx = XArcSenx —ax + ¢
X
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dx
12.- 1, = , Aplicamos la integracién por partes a
2 (2 2)2
X“+a
dx . _ 2
I1=-"(x2+512) Siu=(a®+x*)" = du=—(a® +x ) 2x
dv=dx=v=xX
X x> dx
172 =2 +I 2 o222
(@ +x%) (@ +x°%)
2.2 .2
X a“+x"-a” X 2 dx
2 2+,[222 — 2 2+2I1—2aI2 272
(@ +x%) (@ +x%) (@ +x%) (@ +x%)
X

1
+21,-2a%l, =1, = =~ (h+—

1:—
(@ +x?) (@® +x

X
5= ) +C sabiendo que |, :lArchi
a a




16

~

(D) Método de descomposicidn en fracciones parciales

Si el integrando es una funcién racional de la forma M, donde p(x) y q(x) son funciones

a(x)
polinomiales irreductibles y donde el grado del denominador es mayor que el del numerador (si

el grado del numerador fuese igual o mayor que del denominador, se procede a hacer el

. . 4 3 .
cuociente, como por ejemplo: ’;*i = x*+x-3+ 25"—+3 ), entonces dicha
X< +2x+1 X< +2x+1

funcién racional es necesario descomponerla en fracciones parciales mas simples, es decir,

reemplazarla por la suma algebraica de fracciones cuyas formas nos permitan completar la

integracion.

Casol. Los factores del denominador son todos de primer grado, y ningun factor se repite.
Corresponde a cada factor no repetido de primer grado, como x — a, una fraccién parcial

de la forma

A_ (A constante).
Xx—a

Nota: En todos los casos, el niumero de constantes a determinar es igual al grado del

denominador.

Ejemplo 1:
Hallar 2X+—34dx
X —4x-12
Solucién:

Descompongamos el integrando:

X +34 _ X +34 _ A _ B
x? —4x-12 (x—6)(x+2) X—6  x+2
= x+34 = A(x+2) + B(x-6) (%)

Observando que los factores (x +2) y (x—6) seanulanparax= -2 y x=6 (puntos

criticos), respectivamente, en (>) reemplazamos todas las x por -2 y por 6:
x=-2 = 2+34 =A(-2+2) + B(-2-06)

32 = A(0) + B(-8) - B=-4.
x=6 - 6+34 = A6+2) + B(6-6)
40 = A(8) + B(0) - A=5.




17

X+34

1
Luego, | ———dx =5
9 Ix2—4x—12 Ix—6

f—
5
Ln C(X_6)4 1l
(x+2)
Ejemplo 2:
Determinar o x
(3x-5)(2-

Solucién:

Descomponiendo,

= 1

y 3 . Asi:
X=2 = 1
x=2 = 1

Asi, J.d—x =
(3x—5)(2—x)

— Lnj2-x| + LnC

=
Ejemplo 3:
X+16
——dx
J.x3 +2x2 - 8x
Solucion:

x>+ 2x°—8x = x(x*+2x—8) =

dx = 5Lnjx—6| — 4Ln|x+2| + LnC

X+ 34 _
T
J.x -4x-12

dx —4-[ 1
X+2

X)

1 _ A . B
(3x-5)(2-x)  3x-5 2-x

A(2 —x) + B(3x-5). Vemos que los puntos criticos son 2

= A0) + B(1)
= A2-§) + B(0)

d(-x)
2-X

= Ln|3x - 5|

dx _
J.(sx—s)(z—x) - Ln[c

(3x—5)]
—(2 =X "

X(x + 4)(x - 2).
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X+16 _ X+16 _ A B C
= 3 2 - = -t +
x° +2x° —8x X(X+4)(x—-2) X X+4 X—2
= x+16 = A(x+4)(x-2) + Bx(x-2) + Cx(x +4)
(Ptos. criticos: 0, 2, —4)
x=0 = 0+16 = A(O+4)0-2) + B(0)(x—2) +C(0)(0 + 4)
16 = A(-8) +B(0) + C(0) = A=-2
X=2 = 2+16 = A(2+4)(2-2) + B(2)(2-2) +C(2)(2 + 4)
18 = A(0) + B(0) + C(12) N c=%
x=-4 = —4+16 = A(-4+4)(-4-2) + B(-4)(—4-2) + C(-4)(-4+4)
12 = A(0) + B(24) + C(0) = B
=1
2

Luego, %dx = -2 1—dx + 1 dx_ 3| &
X° +2x° —8x X 2 X+4 2 X—-2

= —2Ln|x| + %Ln|x+4| + %Lnlx—

2| + LnC
16 (x+ 4)2(x - 2)’
X+ X+ X—
= —————dx = LnjCc—"F "
_[x3 +2x% - 8x { x? J”
Caso ll. Los factores del denominador son todos de primer grado, y algunos se repiten.

En este caso a todo factor de primer grado repetido n veces, como (x — a)", corresponde

la suma de n fracciones parciales de la forma
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Ejemplo 1:
Resolver dex
(x+1)*(x-5)
Solucion:
Aqui la descomposicién toma la forma
2x*-25x-33 _225)(_33 = _A >+ B . _C , lo que implica
(x +1)2(x —5) (x+1) (x+1) (x-5)
2x*-25x—-33 = A(x-5) + B(x+1)(x-5) + C(x+1)> = valores
criticos: 5, —1.
x=5 = 2-25-25-5-33 = A(0) + B(0) + C(6)
- 108 = 36C =
cC=-3
x = -1 = 2 +25-33 = A(-6) + B(0) — 3(0)°
-6 = —BA =N A=1.
Eligiendo otro valor para x, por ej. x =0,
x=0 = 0-0-33 = 1(-5) + B(1)(-5) —3(1)
-33=-5-5B -3 = B=5
Luego,

2x°-25x-33 dx = 1 _ax +5 1 ax -3 T
(x+1)?(x - 5) (x+1) (x+1) (x-5)

Resolviendo estas tres integrales, tenemos finalmente

* 2
2B gy =~ 1 4 slnx+1) ~3Ln(x-5) + C;
J (x+1)°(x-5) X+1
Ejemplo 2:
2
Resolver de
(x+3)
Solucioén:
Descomponiendo,
5x+30x+43 _ A . B . C
(x+3)° (x +3)° (x+3)? X+3
= 5x*+30x+43= A + B(x+3) + C(x + 3)2. Eligiendo valores sencillos de x:
x=-3 = 45-90+43 = A + B(0) + C(0®) > A=-2

/
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x=0 = 0-0+ 43

2+3B+9C = B+3C= }B=0

x=-2 = 20-60+43 =-2+B +C = B+C =5 Cc=5
Luego,
* 2
de = 2 1 3 dx + 5 1 dx
4 (x+3) (x+3) X+3
* 2
. 5x +30X:43 ax = > + 5Ln(x+3) + Cy
J (x+3) (x+3)
Caso lll. El denominador contiene factores de segundo grado, pero ninguno de estos

factores se repite.

A todo factor no repetido de segundo grado, como x? + px + g, corresponde una fraccion
parcial de la forma

Ax+B
x2+px+q )

Ejemplo 1:

2
Resolver 2x _23)(_3 dx
(x=1)(x* —2x+5)

Solucién:
Segun lo indicado mas arriba, la descomposicién sera

2x2 -3x -3 _ A . Bx+C Esto impll
5 = 5 . Esto implica que
(x=1)(x* —2x+5) X—1 X*—2x+5

2x*-3x-3 = A(x*-2x+5) + (Bx + C)(x—1). Eligiendo
valores de x apropiados,

x=1 = 2-3-3 = A(4) + Bx+C)0) = A=-1

x=0 = 0-0-3 = -1(5 + C(-1) = C=-2

X=2 = 8-6-3 = —-1(5) + (2B-2)(1) = B=3
Luego,

2
2 -3x-3 . _ _ 11dx+ J’ ™-2
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Hallemos la segunda integral de la derecha. Seguiremos un procedimiento para abordar

todas las integrales de este tipo:

a)  Obtener en el numerador la diferencial del denominador:
En este caso, la diferencial del denominador es d(x* — 2x + 5) = (2x — 2)dx. Luego,

manipulando el denominador, tenemos

_ S(2x-4 2x-2+2-%
—23)( 2 _ix = —22( 3) ax = > (2x-2+2-3) 5 3ldx =
X —2x+5 X°—2x+5 2 X°—2x+5

2x—2)+2
—_ (z#dx
2 | x*-2x+5

b)  Separando en dos integrales:

23x—2 dx = 3 _2x-2 + _ 1 dx
X“ -2x+5 NG —2x+5 X°-2x+5

c) Integrando la primera y completando el cuadrado del binomio en el denominador de la

segunda:
o2 gy = 3npe-2x+5) + [— —dx
X°—2x+5 2 (x-1)7°+4

3
= Ln (x> -2x+5)2 + Jarctg %1 (donde hemos usado la férmula 12)

. . . . du -1 bu 4
de la tabla de integrales inmediatas : J—az e 25 arctg 3 C).
Finalmente,
2_ J— p—
2x 23x 3 dx = — 1 dx + 23x 2 dx
(X =1)(x* —=2x +5) x—1 X -2x+5

3
—Ln(x=1) + Ln (x*-2x+5)2 + larctg X1 + C,

Caso IV. El denominador contiene factores de segundo grado, y algunos de estos factores se
repiten .

A todo factor de segundo grado repetido n veces, como (x° + px + q)", corresponde la

suma de n fracciones parciales de la forma
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Ax+B Cx+D Px+Q
+ +

(x% +px+q)° (x% +px+q)""

Ejemplo:

Resolver 5 12 5 dx
(X= =x)(x“ =x+1)

Solucién:

Vemos que el grado del denominador es 6, por lo que necesitamos hallar 6 constantes . Asi,

1 — 1 — A + B + Cx+D + Ex+F
(X% = x)(x% =x +1)? X(X = 1)(x% = x +1)2 X x—1 (x2 =x +1) X2 —x+1"
Esto implica

1 = Ax=1)(x*=x + 1)+ Bx(x* —x + 1)? + (Cx + D)x(x — 1) + (Ex + F)x(x — 1)(x* = x + 1)

Eligiendo apropiados valores de x:

x=0 — 1 = ACN)(1)? + B(0) (0+D)0) + (0+F)0) ~ A=-1
x=1 — 1 =_-10) + BA)1? + (C+D)0) + (E+F)0) = B=1
x=2 = 1 = J(1)(9) + 1(2)(9) + (2C +D)2)(1) + (2E + F)(2)(3)
- (2c+D+6E+3F=-4] (1
x=-1 = 1 = =1(=2)(9) + 1(=1)(9) + (-C + D)(-1)(-2) + (-E + F)(-1)(-=2)(3)
= [C—D+3E—3F=4] (2)
x=3 = 1 = —1(2)(49) + 1(3)(49) + (3C + D)(3)(2) + (3E + F)(3)(2)(7)
- (sc+D+21E+7F=-8] (3
Xx=-2 = 1 = _1(=3)(49) + 1(=2)(49) + (—2C + D)(~2)(=3) + (=2E + F)(=2)(=3)(7)
- (2c-D+1E-7F=8 | ()

Resolviendo simultaneamente las ecuaciones (1), (2), (3) y (4), obtenemos

c=0, D=-1, E=0, F=-1
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Asi
1

1 -
J.(xz—x)(xz—x+1)2dx - J-x(x—1)(x2—x+1)2dx

[ 1 _ 1 1 1 1
2 7 > dx = — | —dx + jdx - ﬁdx - de
(X= =x)(x*=x+1) X X (x“=x+1) X —x+1

1 1 1
dx = —-Ln(x) + Ln(x-1) - ———dx — | ———dx
(x2—x)(x2—x+1)2 ) ( ) J.(xz—x+1)2 sz—x+1

Hallemos estas dos ultimas integrales de (k).

Para la primera, %dx :
(x“=x+1)
(i Completemos el cuadrado del binomio en el denominador:
1 1
—— dx = ————dx
I(xz —x+1)? j[(x—;)Z +37
(i) Hagamos la sustitucion z =x— 1, = dx =dz

1 1
—d = —d
J (1 2F J T

(i)  Usemos el método "integracion por partes":

Sea u = 221+§, = du =—(Z§Z+d:)2
4 4
dv = dz, = vV =12,
entonces
[ 1 _ z ZJ. z? d
J (2 +%)2 z? +32 (2% +3)?

(k)
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1 z 1 3 1
————dz = + ZJ dz — —J' dz
2 2 2 2 2 2
J'(z +3 z°+3 z°+3 2 J(z +3)
] [ dz = Z_ 4+ 2 1 dz
2 )@ +3) z2+32 z2+3
c 5 (donde se uso la formula
S = Z 2 z N° 12 de la Tabla Basica
s dz = + 2|“4arctg| —=
2 J (22 +3)7 z2+32 {Ji g[J§jJ de Primitivas)
Despejando la integral y volviendo a la variable x :
e E— L Sdx = fx_1 + 83 arctg[zx_1j
(X% =x+1) 5(x% —x +1) 15 V3

La segunda integral de (>k) se resuelve en forma similar:

1 23 2x-1
——dx = =*arct
sz—x+1 3 I ( V3 ]

Finalmente, reemplazando en (k):

1 1 1
d -L Ln(x-1) — ——dx - | ——d
J.(xz—x)(xz—x+1)2 X n(x) + Ln(x ) I(xz—x+1)2 X sz—x+1 X

1 2x -1 83 2x—1
= _L Ln(x—1) — -
Ioé—xxﬁ-x+4fdx nEx) + Ln(x=1) {5@2—x+ﬂ T am@( ¢§]J

23 2x-1
3 arctg[ \/§J

esto es,

1 _ _ 2x —1 63 2x—-1
dx = Ln(X=1) - - arct [ j + C
J.(xz—x)(xz—x+1)2 ( X ) 5(x? —x +1) 5 9 V3 !




25

(E) Método de sustituciones trigonométricas

Este método lo aplicaremos para aquellas integrales de la forma

JaZ +u? , Na? -2 , u? —a?

Hacemos un cambio de variable como sigue:

2 2

Cuando ocurre +a“+u°, hagase u = atgt , =
Cuando ocurre Va% -u? , hagase u = asent, =
Cuando ocurre vu?-a?, hagase u = asect, =
Ejemplo 1:
j R

x2\1+ x?
Solucién: Sea x = tgt, = dx = sec?t dt.
Por lo tanto,

1

1
J x2V1+x2 J- tg?ty/1+ tg’t

[ J1+tg?t
—— 4 =-Y"5 " +C
J x4 %2 tgt

sec’tdt =

dx secz:t
tg-t

gt = costzdt
sen“t

Ejemplo 2

jx/xz +a’ dx
X

Solucién: Sea x = atgt, dx = asec?tdt.

du

du

du

asec’t dt
acostdt

asect-tgtdt

v =sent

dv  _ 1
v sent

+ C
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2 2 24 2 2 2
v JJa‘tgt tg°t+1
Luego, VX +a ) o= |9 asecttdt = a | YT sec?tat
X atgt tgt
* 3 3
= 3 sectdt = 3 SeCt-Edt
J tat tgt tgt
-, [ sec’t (sect-tgt)dt  _ 5 sec’t-(sect-tgtdt)
J tg® t sec?t—1
Haciendo u = sect, = du =sect-tgtdt, tenemos
[,2 2 2 2
&dx = a w = a Mdu = aldu + a 1—du
X u?-1 u?-1 (u+1)(u-1)
Descomponiendo en fracciones parciales:
1 _ A, B - 1 N D

U+u-1  u+l  u-1 (u+u-1) 2u+1)  2u-1)

2 2
ASI', udx = au — E 1—dU + E 1—dU
X 2 Ju+1 2 Ju-1
= au- 2Lnw+1) + 2Lnu-1) + C = au + 21n[Y1) + C
2 2 2 u+1
= asect - 21In sect+1) C
2 sect—1

Volviendo a la variable x: x = atgt = sect = %\/x2+a2 . Entonces,

1./y2 42

[\2 | .2 —\x“+a +1 [\2 | 22
j—x T2 gx=xt+a? — dnl@ | + C = x24a? - @ p[¥XEE *A) L ¢
X % x? +a® -1 2

2 2
X" +a dx = 2 2
X

N o

2
) (Se amplificé por
+ C el conjugado del

(4 2 + 2 )2 —(ay? denominador)

|
x
+
Q

|

N
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Ejemplo 3

J' [2 _ 32
—— X
X

Solucion:
Hacemos x = asent, = dx =acostdt. Luego
c 2 2 * (2 2c.n2 2 eap2
a 2x dx = a 2a Szentacostdt _ coszt gt = 1 sezntdt
o X J a“sent sen‘t sen“t
o a2 _X2 o
~———dx = |cosec’tdt - Idt = —cotgt -t + C
L 4 X L4
/ _ 2
Volviendo a la variable x: x=asent = cotgt = cost _ Vi-sen’t
sent sent
2
1- l)
_ a
X
a
2 2
cotgt = Y& ~X
X
ademas, x=asent = t = arcseng. Luego,
[n2 _ 2 [52 _ 2
j%dx = -8 X _ arcsenX + C,
X X a
Ejemplo 4
J S S
x2/9x% — 4
Solucioén:
Hagamos 3x = 2sect, = dx = %sect-tg t dt, X2 = %seczt.
Entonces
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dx =

1 1 2
sz 9x% — 4 gseczt\/4(seczt—1) 3

sect-tgtdt =

3 1
2 | ———sect-tgtdt
4 Iseczt-tgt ?

sent + C ()

N

1 3 I
——dx = fJcostdt =
J.xlegx2 -4 4
Volvamos a la variable original x. Debemos hallar sent en funcion de x:

De 3x=2sect = sect=3X = cost=3—2X 3Xx

2 Jox? -4

Entonces dibujamos el x t en el A rectangulo, el

valor 2 en el cateto adyacente vy el valor 3x en la hipotenusa;

por el teorema de Pitagoras, el cateto opuesto serd 9x*> — 4. Luego, de la figura:

sent = —“9)(2_4

3x
Reemplazando en (),

1 _ 3 9x*-4 1 _ 1 V9%% -4
_ 1 g =334 o o |1 = 14, ¢
X2 /9X2_4 4 3x X2 9 2_4 4 X

1
X

Ejemplo 5

1—dx
J.Jx(3x+5)
Solucién:
Amplificando por /3 , tenemos

=3x

ﬁ J‘1—du
3 VJu? +5u

- B 1 du = B+ du
¥ s (g I (o) ()

1 1 A ! ’
———=dx = /3 dx = 3 J- dx
I JX(3x+5) I \/3x(3x +5) V(3x)? +5(3x)
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Z=U+5 férmula 15)
= 2 £I1—dz = EE 22_(% + C
3 2 (5\2 3
2 -(3)
1 V3

- [ s St el vo

Amplificando por 2 el lado derecho, lo podemos escribir como:

Iﬁdx % %L” \/3“%+ (3x+5)" ~(3) +C (%)

Finalmente, recordando de Ensefianza Media la transformacion de raices:

nr b = \/a+\/a2—b +\/a—\/a2—b

2 2

y haciendoen (%) a=3x+2, b= (3x+§)2 —(%)2 , tenemos la solucién simplificada

J.ﬁdx = —Ln \/3_X+\/3X+ ] + K//
X(3X +

(F) Método para integrales binomiales

Son integrales del tipo J.xm(a+bx")p/q dx, con m,n,p,q Z—{0}.

Si bien en general admiten una férmula de reduccién, en algunos casos pueden

abordarse directamente haciendo el cambio de variable

a) (@+bx") = u%, si mTH 7
b) a+bx" - ya si m+1 4 P Z
x" n q
Ejemplos
1) J.x5(1+x3)2/3dx
Solucién:

\_
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Como m;1= % =2 Z hagamos (1+x°) = = x* = u*-1; 3x%dx = 3u’du.

X1+ x3)?3dx = jx3(1+x3)2/3x2dx = j(u3—1)~u2~u2du = I(u7—u4)du

x5(1+x3)%dx = %ue—%u‘r’ + C

Volviendo a la variable x,

JX5(1+X3)2/3dX = %(1 +X3)8/3 _ %(1 +X3)5/3 + C//

2) J.x1/3(2+x2/3)1/4 dx

Solucién:

Como mT” =2 Z, hacemos (2 +x*?) = u*, = x*=u"-2  2x"dx = 4u’du
jx1/3(2+x2/3)1/4dx = J.x2/3(2+x2/3)%x‘1/3dx = j(u4—2)-u-6u3du = 6J(u8—2u4)du
= 6(1u9—%u5) + C

9

Volviendo a la x,

jx1/3(2+x2/3 )1/4 dx = %(2 + X2/3)9/4 _ %(2 + X2/3)5/4 + C//

3) J.1—dx
x2(1+x2)°
Solucion:
Jop = [t o maog mtis s
luego, hacemos 1;52 = V2,
Despejando x: x = (V-1)y", = dx = —v(vV*—-1)*dv; x? = vi-1.

~
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Sustituyendo en la integral dada,

1
_d =
Ix2~/(1+x2)3 ” J

—Iv(v2—1)v3dv = -

X

1
= —d
J'XZ«/(1+X2)3

l 3
4) N1+ VX +3x dx
Solucién:

V1+3/x dx =
X =
3,2

|

Luego, hacemos (1 +x'®) = u?,

|

(G) Para las integrales irracionales de la forma If(xp/q, x7)dx , hacemos x = u®, ¢ bien

poniendo el M.C.M. entre g y p como exponente de u.

Ejemplo
1/2
X
Hallar J.de

Solucion: Hacemos x = u?,

JXZ/S (1+ X3 )1/2 dx

3
@dx = Jx_2/3(1+x1/3)1/2dx = I6U2du =20+ C
X

5 \32
x2(1+x2y%2dx = I(v2—1)(;’ J (—v(vZ-1)2dv)
V —
(1-v3)dv = —v — 1 + C

- m+1 - 4.
n
= %x‘%dx = 2udu. Entonces:

3
VW g 2 (e x4 o
3X2 I

dx = 4u’du. Luego,
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* 2 2 5 3y 2 3,4 y,2
X—dX:J.u 4udu =4‘..U du=4J-(U)u du=4J-(u +1-1u du

J x¥4 41 u® +1 ud +1 u? +1 u? +1
r 12 2 2
X — 2 U _ 2 4 3u
——dx =4} |u° - du = 4udu — = du
J x4 1 J‘{ u3+1J J. 3.[u3+1
4u®

Volviendo a la variable x, tenemos finalmente

X1/2 - 4 3/4 3/4
- = = — +
J‘ s 1dX 3 (X L||(X +1)) C//

(H) Para las integrales racionales del tipo If(senx, cosx)dx, hacemos el cambio u = tg%.
. . 2u 1-u? 2
Esto implica: senx = 7 COSX = 5 dx = 2du

1+u 1+u 1+u
. [ 1
Ejemplo _—
s 4 -5senx
Solucion:
;dx = ;(Lduj
4 —5senx 4-524 (14042
b ¢ 1u2
- 2
J 4(1+u®)-10u

I
INIS
Q
c

N =
[
—~
[
|
EN[S)]
N
N
|
—_
Alw
S—
N
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Usando la Tabla basica de Primitivas, tenemos

u_5_3 _
-2 13Ln|‘;g|+c = w3 ec
2(3) " Ju-§+3] u-7
Finalmente, volviendo a la x,
tgx -2
;dx = 1—Ln 92 + Cy
4 —5senx 3 tgx -3
(1)) Integrales trigonométricas
Son integrales del tipo
a) Isen”x cos™x dx b) Isec”xtg’“x dx C)jsen(nx)cos(mx)dx , yotras.

a) i) Isen”x dx , con nimpar.

Ejemplo: J‘sen7x dx

Solucion:

J.sen7xdx = '[sen6x(senxdx) = J.(1—coszx)3 d(-cosx) . Haciendo u = cosx,

se tiene

= —u+uwd=35 + 1y o+
u+u'—cu U C

= jsen7x dx = —cosx + cos’x —

—j(1—u2)3 du = —j(1—3u2+3u4—u6)du

3 5 1
2 X + = X +
5 cos 7 cos Cy
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i) J.sen“x dx , con nimpar.

Ejemplo: jsen“x dx

Solucioén:
Como se sabe, existe una férmula de reduccion; pero, para exponentes "pequefos"

como aqui, podemos resolverla directamente.

2 _ 2
J.sen“x dx = I(senzx) dx = J‘(%) dx = %"-(1—2cos2x+cosz2x)dx

= %I(1—2c032x+00322x)(d(2x))
= %[(2x) — 2sen2x + %(2x+sen 2xcos 2X)} + C
= Ix - Isenxcosx + 1x + -1 23enxcosx(coszx—sen2x)} + C
4 2 8 16
= Isen“x dx = %x - %senx cosXx + %senxcosx(coszx—senzx) + Cy
iii) Isen”x cos™xdx , con mén impar.

Ejemplo: jsen3x cos?x dx
Solucion:

Isen3x cos’x dx = jsenzx cos?x (senx dx)

= I(1—coszx)coszx (- dcosx) . Haciendo el cambio u =cosx :

= —JA(1—u2)u2 du = —I(uz—u4)du
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_ (v
575) e

5 3
= J.sen?’xcoszx dx = SOSX_COSX 4 C,

iv) Isen”x cos™xdx , con my n par.

Ejemplo: Jsen“x cos?x dx

También permite una férmula de reduccion; pero la podemos abordar sin ella,
puesto que los exponentes son "pequenos".

2
Solucion: Jsen“x cos?x dx = j(1—cgst] (1+cgstjdX

Jsen4xcoszxdx = % (1-2c0s 2x + cos?2x)(1+ cos 2x) dx

% (1-cos 2x — cos?2x + cos®2x) dx

= l[x—lsenZX—1(2x+$en2xc032x)} + 1 Jcos®2xdx (k)
8 2 4 8
Pero, Jcos32x dx = % J. cos?2x (cos2x d(2x)) = % I (1- sen?2x) d(sen2x)
= = 1 ln-w? = 1y 13
u =sen2x = 2-“(1 u“)du 2u 6u
= %sen 2X — %sen32x. Asi, reemplazando en ():

4 2 = 1y _ 1 _ 1 + + 1 _ 1 3 +
jsen X cos“x dx g X 16sen2x 32(2x sen 2x cos 2x) 16sen2x 4g Sen 2x + C

Reduciendo y simplificando, tenemos finalmente

/
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J.sen“x cos’x dx = %x — 1 sen2xcos2x — -Lsen®2x + C,

1
32 48

b) Laintegral del tipo jsecznx dx tiene solucién directa; pero si el exponente es impar, se

llega a una férmula de reduccién.

Ejemplo:

Jsec“x dx

Solucion:

u=tgx

Isec“x dx = jseczx(seczxdx) = I(1+tgzx)d(tgx) =9 I(1+u2)du =u + %ua + C
= jsec“xdx = tgx + %tgax + Cy

También es directa Isec”x tg®™*x dx

Ejemplo:
jsec3x tg®x dx
Solucion:

jse03xtg3x dx = J‘(seczx tg?x)(sec x tgx) dx

=secXx
= | sec®x (sec®x—1)d(secx) = u? (u® —1) du
= l 5 —_ 1 3 +
5 U zU C
= jsec3xtg3x dx = %SeCSX - %Sec3x + Cy
c) Las integrales del tipo J.sen(nx) cos(mx) dx se abordan teniendo presente las
identidades
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i) senocosp = %[sen (o + B) + sen (o — B)]
i) senasenp = —% [cos (o + B) — cos (o — B)]
ii) COS L COSP = %[cos (a+ B) + cos (o — B)]

Ejemplos

a) .sen2x cos3x dx

Solucion ;

b) J.cos 4x cos2x dx

Solucion:

Jcos4x cos2xdx = % j(cos 6x + cos2x) dx

(J) Férmulas de reduccién

sen2x cos3xdx = %I(cosx—cosSx)dx

%(senx - %sen 5x) + Cy

1 sen6x + 1sen2x + Cy

12 4

Determinaremos formulas de reduccion para integrales del tipo

a) jcosznx dx 6 Isenznx dx ;

c) Itg“x dx
a) Icosznx dx = ‘ cos?"'x (cos x dx)
H_J

u dv

Integrando por partes, u =cos®'x
g porp

dv = cos x dx

tenemos

=

b) | sen®x cos®™x dx

d) | sec"xdx

du = (2n — 1)cos®?x (— sen x dx)

vV =s8enx
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J. cos?'xdx =

cos?"x dx

cos?"x dx

cos®'x-senx + (2n—1)

cos®'x-senx + (2n—1)

cos®'x-senx + (2n-— 1)J.cosz”‘2x sen®x dx

cos?"2x (1-cos?x) dx

cos®2x dx — (2n— 1)J.cosz"x dx

1

b)

Integrando por partes,

2n —
cos dx = —
J. x dx o

cos®™'x-sen x

+ 2n-1 jcoszn‘zx dx
2n

~—

J.senznx cos’Mxdx = ‘ segz'Mx (cos®™x senx dx)
u

u =sen®""'x

dv

= du = (2n — 1)sen**x ¢
2m+1
dv=cos®xsenxdx = v=-C0S X
2m+1
se tiene
2n 2m sen*"'xcos®™'x 2n—1 2n-2 2m 2
sen“'xcos“"'xdx = -— sen“"“x cos“"'x (1-sen“x) dx
2m +1 2m+1
2n-1 2m+1
sen®'x cos®Mx dx =—S€N__XCO0S ' X sen®"?x cos®Mx dx —
2m+1 2m+1
2n-1 2m+1
sen®x cos?™x dx (1+21=1) | sen?x cos?™x dx = —S€N~_XCOS" X .
2m+1 2m-+1

2

sen®"2x cos®Mx dx

sen?'x cos?™x dx = -2m+1

| sen®"xcos

2n+2m

2m+1

sen’"2x cos®™x dx
2m+1

tg"x dx = th”‘zxtg2xdx = J.tg”‘zx(seczx—1)dx
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J.tg”‘zx sec?x dx — J.tg”‘zx dx

J.tg"‘zx d(tgx) — th“‘zx dx

n—1
= th”x dx = tg_1x - Itg“‘zx dx
d) Isec”x dx = jsec”zx sec?x dx
Integrando por partes, u = sec"?x = du = (n-—2)sec™x secx tg x dx
dv = sec’x dx = v = tgx
se tiene
Isec“x dx =  sec™x-tgx — (n— Z)J.sec”‘zx tg® x dx

sec"?x-tgx — (n— Z)Isecnzx (sec®x—1) dx
Isec”x dx = sec"x-tgx — (n— Z)Isec”x dx + (n-— Q)Isecn—2x dx

(n— ’I)jsec“x dx = sec"x-tgx + (n— 2)Jsec”‘2x dx

= Isec“x dx = anec”‘zx-tgx + rr]l;% J.sec“‘zx dx

Apliqguemos algunas de estas férmulas de reduccién.

Resolver:

1) Jcos6x dx
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Solucion:

1

J.cos6x dx = 3 cos®x-senx + %J.cos“x dx

=
2)
Solucion:
=
3)

= l Sy - + § l 3y . +§ [ 2
6Cosx senx 6 Lcosx sen x a1 ] cos“x dx
= 1cos’-senx + 5 cos’x- + 5 [oos?
5 COSx-senx o4 COSX-senx s | cos“x dx
= lcos’x-senx + 2 cos®x-senx + 2 lcosx-senx + 1x| + C
6 24 8| 2 2
6 = 1 + 2 + 2 + 2% +
Jcos x dx 6cosx senx + - cos®x-sen x 16 COSX-senx + X Cy
J.sen“x cos®x dx
Isen4xcosexdx = —%sen3x-cos7x +% sen?x cos®x dx
= _1 + i’_l . v + 1 6
10 sen® x- cos’x 10 8senx COS'X 8 Icos xdx}
= _i _i + 3 l 5 - +
10sen X-cos’x 80senx cos’x 36 6cosx sen x
S + 5 + 9 x|+
24 cos’x - sen x 16cosx sen x 16x C
4 6 = _i _i +L
Isen X cos°®x dx 10sen X-cos’x 3g Senx- cos’x 160 ©°8 °x - sen x
3
1 + + -3 x +
128cosx SeNX + S22 COSX-SenX + <X C

J. tg°x dx
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Solucion:
5 _  tg'x 3
tg°xdx = 5 tg°x dx
= gx _figx _
) { 5 tgx dx
5 _ tg4x tgzx
= tg°xdx = 5 T "3 + Ln(secx) + Cy
========== (0000000000 ==========
GUIA #1.-Ejercicios Propuestos.-
1) Evalue las integrales y compruebe su resultado por derivacién
1) x e dx 2) x senx dx 3) x% e dx
4) x? sen4x dx 5) X cos5x dx 6) x e 2% dx
7) x secx tgx dx 8) x cosec? 3x dx 9) x? cosx dx
10) | x®e™*dx 11) arctgx dx 12) arcsenx dx
13) | Vx Lnx dx 14) x? Lnx dx 15) x cosec? x dx
16) | x arctgx dx 17) e senx dx 18) e** cos2x dx
19) | senxLn(cosx)dx 20) x3 e dx 21) sec® x dx




ol ol 3 ol

22) | sec®xdx 23) X dx 24) sen(Lnx) dx
R J Vx? +1 o
25) | x sen2x dx 26) x sec? x dx 27) x (2x +3)% dx
d X5 d od
28) — dx 29) e?* sen5x dx 30) x* cosx? dx
L4 1_ X L4 o
31) | (Lnx)? dx 32) x 2% dx 33) x® senhx dx
34) | (x+4)cosh4xdx 35) cos~/x dx 36) arcos 3x dx
37) | xarcosxdx 38) (x+1)'° (x+2) dx 39) cos(Lnx) dx
1)} Use integracién por partes para deducir las cuatro siguientes formulas de
reduccion
40) Jxm e*dx = x"e* - m-"xm‘1 e* dx
41) | x" senxdx = —xMcosx + mjx"” cos x dx
42) | (Ltnx)™dx = x(Lnx)" — mJ.(Ln x)™ " dx
* m-2
43) | secmxdx = SO XX, M=2 o om2y gy (con m#—1)
J m-1 m-1

44)Use el ejercicio 40) para evaluar .[XS e* dx

45)Emplee el ejercicio 42) para evaluar J-(Lnx)"' dx
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I

10)

13)

16)

19)

22)

25)

28)

31)

34)

Calcule las integrales

cos® x dx

cos’ x dx

sen®x dx

sec® x dx

tg®x dx

* a3
COS X
J /senx

dx

sen®x dx

Ccos X cos5x dx

cotg*x cosec*x dx

2)

5)

8)

11)

14)

17)

20)

23)

26)

29)

32)

35)

sen?2x dx

cos’x cos?x dx
sen*x cos?x dx
tg®x sec3x dx
cotg*x dx

(tg x +cotg x)2 dx
X tg? (% nx) dx

sen3x cos2x dx

X2

V4 —x?

d

X
;dx
x2/9 + x?

3)

6)

9)

12)

15)

18)

21)

24)

27)

30)

33)

36)

sen’x cos®x dx

sen®x cos®x dx

tg®x sec*x dx

tg°x sec x dx

Jsenx cos>x dx

cotg®x cosec®x dx

sen5x sen3x dx

sen4x cos3 x dx
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37)

40)

43)

46)

49)

52)

55)

58)

60)

V)

dx

% _dx
(X% + 4

" 4x3 +2x% —5x-18
dx

(x—4)(x+1)

L du

J u(a+bu)

38)

41)

44)

47)

50)

53)

56)

[ x® —x* —2x® +4x2 —15x +5
2 2,2 dx
(X=+1)°(x“ +4)

61)

9-4x? dx

xvVx? —9 dx

o X4 X2—3

o
x*+2x2 +3

dx
x3 —4x

" 10x2 + 9x +1

— ——  dx
2x3 +3x2 + x

59)

77—1——‘d“
u“ (a+bu)

39) X1 i
o X
> 3
42) | =X ux
J Vox? +49
o 2
45) | —X__dx
o (1 —9X2 )3/2

r 4 2
48) X +22( +§X+1dx
J (x=+1)
r.6 3
x> —x" +1
51 ——dx
) J x*+ox?

I2x4+3x3+3x2—3x—1
54) x2(x +1)°

3 2
57) J2x —-5x“ +46x+98 dx

(X% +x —12)?

dx

2x* —2x3® +6x% —5x + 1
x3—x% +x-1

62) j———l———du
u(a—bu)

Calcule las integrales usando descomposicion en fracciones parciales

5x-12 dx

J x(x-4)

" 4x2 +54x +134

J (X=N(x+5)(x+3)

X+16 dx

x? +2x -8

2)

5)

8)

X+ 34
J (x=6)(x+2)

" 6x — 11

d
x-1E

11x+2

2—dx
2x° -5x-3

3) 37 -11x
J (x+1)(x-2)(x-3)
10y 2

6) 19x2—50x+25 dx
J x“(5-3x)
-2

9) 5x 3—10x—8 dx
J x7-4x

dx
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V)

10)

13)

15)

18)

* 12 By 2 _ * 52
4;( 5;( 15dx 2X 225x 33 dx 12) 2X . 12x2+4dx
xX° —4x° —-5x (x+1)°(x-5) J x"-4x
* o4 3 2 2 u
9x +17x5+3x4 8x+3dx 14) 5x +30x:43 dx 15) 24x . dx
x> —3x (x+3) J (x*+1)
"% +3x% +3x+ 63 [ 1 C 5x2 +11x+17
> dx 16) - dx 17) 3 3
(x*-9) J (x=7) J X7 —x"+4x+20
* 13 a2 _ r 2 3
4x ?;x +62x 27 dx 19) )j. +3>;+1 dx 20) 2x2+102x dx
X" +9x J x"+5x°+4 (x=+1)

Utilice las formulas siguientes después de completar el cuadrado del

denominador

) 1
o au
J\/az +b?u?

1

bLn{bu + x/a2+b2u2} + C

%arcsen(i—“) + C (con |bu| <|a|)

[% Ln bu + \/bzuF—a2 + C
1 bu
Earctg(?) + C

LLn(w) + C

2ab a—bu
2) [ 1 3) [ 1 dx
J7rex—x° J Vax—x2
0 [ o [
8) .. x3)(3—1 ox 9 ‘..(x2 —41x+5)2 o

/
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10)

13)

16)

19)

22)

25)

28)

31)

34)

37)

40)

Vi)

J (x+3)2/3

1

J x* —4x® +13x2

oX dx

[ VX
———dx
1+ 3x

" 2x+3

dx

J V2x+1

e*J1+e* dx

senv4 + x dx

1

J 2+senx

sen2x dx

J J1+senx

Explique las siguientes técnicas de integracion:

dx

11)

14)

17)

20)

23)

26)

29)

35)

38)

41)

1

2X

————— dx
J (x® +2x+5)?

* X

e
2 +3e* +2

X ¥2x +1 dx

v (X - 1)6
(Sugerencia:
tomeu=x-1)

1
J 1+senx+cosx

\/;e& dx

————dx
o (x2+6x+13)‘°’/2

dx

1.-
2.-

Integracion por partes.

Sustituciones trigonométricas .

12)

15)

18)

21)

24)

27)

30)

33)

36)

39)

42)

JX(6 —x) dx

[ 2x%2 _4x+6

> dx
X —4x+5

X -1

——dx
J (3x+4)10

(Sugerencia:
tome u =3x + 4)

1
J tgx+senx

" secx
J 4-3tgx

dx
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Vi)

1)

10)

13)

16)

19)

22)

25)

28)

3.-
4.-

Resuelva las integrales :

xarcsenx dx

‘/;dx

tgx sec®x dx

1
——dX
J x2V16 - x?
C X3 41

dx
x(x —1)3

" x® —20x? —63x-198
x* -8

dx

x-1

dx
(x+2)°

x3 —3x%2 +9x - 27

2)

5)

8)

11)

14)

17)

20)

23)

26)

29)

Integracion de funciones racionales.

sen®(3x) dx

cos®(2x) sen?(2x) dx

tgx sec®x dx

X

V4 +4x - x?

dx

senx

s 2cosx+3

sen®x cos®x dx

3)

6)

9)

12)

15)

18)

21)

24)

27)

30)

Integracion en que aparecen expresiones cuadraticas.

Ln(1+ x) dx

cos*x dx

1

J (x2 +25)3/2 d

X
I(x2 +1)? o

J x> +6x+13

X dx

e* sen(3x) dx

cotg?(3x) dx

ol

x° —x3 +1
5 2 XX
X° 42X

2X+1

(x +5)100

/
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31)

34)

37)

40)

43)

46)

49)

52)

55)

58)

61)

64)

67)

e* sec(e*) dx

sen2x cos x dx

e*vV1+e* dx

3x+2

2—dx
X“ +8x+25

X cotgx cosec x dx

x (Lnx)? dx

e3x

1+e* d

cos® x

J1+senx

1-2x

dx

J x2+12x+35

sen® 3x dx

1

\/7+5x2

dx

cotg®x cosec x dx

(x2— sech? 4x) dx

32)

35)

38)

41)

44)

47)

50)

53)

56)

59)

62)

65)

68)

X tg(x2 ) dx

1/2

sen®x cos’?x dx

X

V4x? +25

dx

sec?x tg 2x dx

(14 cosec 2x)? dx

Jx sen+/x dx

2—dx
X“ —-6x+18

(> _tgx
e
dx

cos?x

" 2x +3

dx
x° +4

x3Vx? - 25 dx

X coshx dx

39)

42)

45)

48)

51)

54)

57)

60)

63)

66)

69)

33)

36)

cosec5x?

x% sen5x dx

sen3x cotg3x dx

X2

Vax? +25

dx

sen®x cos®x dx

x2(8-x%)"® dx

X+/5—3x dx

x> —4x+3

dx
Jx

arctg 5x dx
X dx
cotg®x dx

(senx) 10°°%* dx

x2 e ™ dx
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d o . 3
70) | x*V®+1dx ) [—2—x 72 |12
b J V11-10x - x? o X
ol py 2
73) tg7x cos7x dx 74) e1+Ln5>< dx 75) 4x° - 122X -10
© v J (x=2)(x" -4x+3)
76) S dx 77) (x® +1) cos x dx 78) (x =32 (x+1) dx

J x*J16 - x? R v

" /9 — 4x2 " 4x% —15x2 —6x + 81 [ 2
79 ————dx 80 dx 81 5 —cotg3x)* dx
) J x2 ) o x* —18x? + 81 ) J ( 95%)
. ~ 1 ] X
82 x(x? +5)%* dx 83 —— _dx 84 dx
: . ) J X(\/;+‘\1/;) ) cos? 4x
. . 2 ] 2
85) | —2X_ gx 86) w " 87) X—zzdx
J /1+cosx J (x*+4)(x-2) J (25+x%)
[ 4 3 [ 3 [ X
88) | sen”x cos’x dx 89) tg°x secx dx 90) ————dx

o v J Va+9x?

'2x3+4x2+10x+13dx senx

92) | "X 4« 93)

91 dx
) J  xX*+9x*+20 J (1+cosx)? J  x
94) | cotg®x cosecx dx 95) x¥2 Lnx dx 96) 5 ;( dx
[ 4 [ [ X _1
" X2 [ 1-senx [ 5 2
97 d 98 d 99 *d
) J 3ox_3 X ) . cotgx X ) o e X
100) Demuestre que:
a) J.(X+2) sen(x? +4x-6)dx = —% cos(x*+4x—6) + C (Haga u=x*+4x—6)
°cotg(Ln X) _ _
b) de = Lnj|sen(Lnx)|] + C (Haga u=_Lnx)
. 1 (Complete el cuadrado del denominador
c) ——— dx = arcsen (M) + C ;
J J(x+2)(3-x) 5 yluego haga u=x- 3)

/
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—X 1-x - __1 1—x — 91X
| 27 tgh(2'7) dx 2Lr12Ln[cosh 27 + C (Haga u=2"7")
* 2
Xaresenx gx = %(arcsen xX?? + C (Haga u = arcsen x?*)

J J1-x*

—,ﬁdx V2 +x+1 — %Ln|x+ + Jx+1P+3 | + C

N|=

e +1 +1
Xnx - X2+ C si n#-1
n+1 (n+1)

Muestre que Ix“ Lnxdx =<

F(Lnx?  +C si n=-1
-
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TABLA BASICA DE PRIMITIVAS
(a, b constantes ; C = constante de integracion).

1) Iadx =ax+C

3 |

5) Itgaxdx =_1in (cosax) +C
a

dx
a+bx

%Ln (@a+bx)+C
7) Icotg axdx = %Ln (senax)+ C
9) Icoseczax dx =-— %cotg ax+C

bx
11) Iebde =eT +C

_ 2\/(a+bx)3 +C

3b

13) J.\/a+bx dx

15) Id—x
Vb2x? + a2

= %Ln[bx+\/b2x2 iazj +C

n-+1
(a+bx) +

C; n#-1
n+1

2) J.(a+bx)”dx =%
4) J.sen(a+bx)dx =—%cos(a+bx)+C

6) Icos(a+bx)dx = %sen(a+bx)+C

8) jseczax dx = %tg ax+C

bx
10) Iabde =2 +cC
b Lna
dx 1 bx
12 ———— = _—arctg— +C
) J.az+b2x2 ab g a
dx 1 a+bx
14 —— = —1L +C
) ."612—b2x2 2ab n(a—bxj
16) jd—x = 1arcsen ™ +c
/az_bzxz b a

(2.2 2 2

17) I b?x? +al dx = XX, z—bLn(bx+\/b2x2 iazj +C 18) Isenhaxdx = %coshax+C
[42 2,2 2

19) J. a? -b%x2dx = % + z—barcsen%X +C 20) J.coshaxdx = %senhax+C

21) J.Ln(a+bx)dx = %(a+bx)Ln(a+bx) -x +C 22) J.secxtgxdx =secx+C
23) Isecaxdx =1 Ln(secax +tgax) + C = iLn(”sﬂ] +C 24) jcosec xcotgxdx =-—cosecx
a 2a 1-senax
2
25) J.cosec axdx = 1 Ln(cosec ax — cotg ax) +Cc=_L Ln(”cﬂj +C 26) J.senxcosxdx =SeNX 4 ¢
a 2a 1-cos ax 2
27) Isenzax dx = X_Sen2ax o 28) Icoszax dx = X.sen2ax o
4a 2 4a

cos(a + b)x

29) J.sen axcosbxdx =-—

2 a-b

l[cos(a —b)x

}+C;con a#b
a+b

sen(a-b)x sen(a+b)x

+C

30) J.cos ax cos bx dx

2 a-b

_1 {sen(a—b)x . sen(a+b)x} +C

31) J.sen ax sen bx dx =%{

a+b a-b a+b

K

/
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AYUDA:

senhx = £ ¢

tg(xty) =

sen2x = 2senXx cos X

tgx = tgy

1F tgxtgy

sen(xty) = senxcosy * cosxseny ;

senx tseny

2sen (xty)cos: (X Fy) ;

CosSX—cosy = —2sen4 (x+y)sent(x—y) ;

cosocosp = %[cos(a+B)+COS(a—ﬁ)] ;

cos2x = cos’x —sen’x = 2cos’x—1 = 1—2sen’x
cos(xty) = cosxcosy F senxseny

COsX +Cosy = 2c0s+ (X +y)-cos+ (X —y)

senocosfP = %[sen (oo + B) +sen(a—B)]

senasenf = —% [cos (o + B) — cos (a — B)]
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3.--LA INTEGRAL DEFINIDA.-

Ejercicios Resueltos

Se definio

b
(A) If(x)dx = Fl,irgozplf@imxi

a

donde P es una "particién" del intervalo [a, b] en n porciones arbitrarias de magnitud Ax; ; ||P]|

es la "norma" de ellas, y & un "punto arbitrario" en cada uno de estos sub-intervalos; o bien

n

b
(B) If(x)dx = lim Zf(aJrk(b?a))(bfa)

n—oo
a k=1

Aqui se especifica que la particiéon es en n sub-intervalos iguales de magnitud b% ,y el

punto intermedio es el extremo superior de cada sub-intervalo.

Ejemplos:
1) Aplicando la definicion de una Integral Definida, calcular
a) Fl’imOZ(1+3§k )Y2ax, en [1, 2].
P
b) H Fl)im022n§k(1+<‘;k PAx, en [0, 4]
P
n
c) im )y
n— n+k
k=1
° k
¥ ) e
k=1
Solucién:

2

2
-1 12
(1+3x)? dx = —I (1+3x)"2 d(3x)
[P0 3 .

a) Segun (A), lim Z(1+3§k)1/2Axk = j
= 1
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-1 a/zzf = 2792
1 [(1+3x) 2[ = 2@ -8y,
4 4
b) Fl>im022n§k(1+é';k ) AX, ZnI x(1+ x)® dx = ZEI (x +3x% +3x + x*) dx
P - 0 0
= 2n {ﬁ+ x3 +£+£}4 = 4688 T
2 4 5 5

c)
n n
. 1 _ . 1 1
lim = lim -—
n—w n+k n—o n+% n
k=1 k=1
Luego,
n n 1 1
. 1 _ . 1 _ 1 _ -
lim — = lim 0+ —| =] —dx = Ln(1+)x) = Ln2,
X—>00 n+k X—>00 n+k n 1+ X 0
k=1 k=1 n 0
Zn k Zn kg
d) lim —— = lm n 5= = a=0, b=1. Asitenemos
n—oo n‘ +k n—oo 1_,_(&) n
k=1 k=1 n
n k n K 1 1
lim E —— = lm E 0+—0 . — =I *dx = %Ln(1+x2)/= %an//
n—w n—w n
o n“ +k o 1+ %) o T+ X 0
2)  Calcule, usando la modalidad (B), el valor de

4
I (x? - 3x) dx
2

mosque b=4, a=2,

2f(2+kﬁ)

Solucién:
-

Ve

[

lim
n—o

(x? - 3x) dx

b—-a=2. Entonces

2[(2+k§)2 —3(2+k§)]

k=1

2
n

lim
n—oo

2
n

412 -6-8k .2
n n n
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3)

4)

1
5

n—o n3

n

n
= |im E 8 %) + lim E 4k - lim E 4
n—w n n—w n n—w n
k=1 k=1 k=1
n
= im3 ) K+ imd Y k- |imiz 1
n—wn n—wn n—o N
k=1 k=1 k=1
— 8 n(n+1)(2n+1)) . 4(n(n+1)) .4
= |lim=< + lim=Z& — .l
tim B0l tim (D) i 4(n)
= i i 1,2, 1 i 1 —
3 r!irlo[2+n+n2+n3j + 24[}1(1+n) 4
= %-2 +2-1 -4 =—§,,
Expresar como una integral y calcular
lim PP 43P 4. +np1 p#—1
n—o np+1
Solucién:
eb n
Como f(x)dx = lim E f(a+k(E2))(%2) , entonces
n—oo
¥ a K=1
(" _ kP 1 P ,
f(x)dx = lim —_——, = b-a=1; a=0, b=1. Asi
Ja n—o np n
k=1

1

o »
X
©
o
X

b
J. f(x) dx

Expresar como una integral y calcular

V142443 4. t4/n

lim

nvn

n—oo
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Solucién:

n
) k .
Tenemos lim ke lim \/E.i
n—oo n\/ﬁ n—o n n
k=1

1
[ro = 3o
0

5) Resuelva la ecuacién diferencial con valor inicial :

w

dy

a) = 2-3x; y(0)=4
dx
dy _ : -

b) i VXx+5; y(4)=3
dv _ . —

c) e 10(10 — v); v(0)=0

Solucién:
a) g—i = 2-3x = dy = (2-3x)dx. Integrando ambos lados:
y(x) = J‘(2—3x) dx
y(x) = 2x — %xz + C
y0)=4 = y(0) = 2:0-30°+C =4 = C=4.

Luego, la solucion de la ecuacion diferencial es  y(x)

dx

b) = VXx+5 = dy=\/x+5dx/ J.

y(x) = J-\/x+5 dx

y(x) = 2(x+5)° + C

= 2X — §X2 + 4
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=
£
I
w
=
£
I

%(4+5)3’2 +C=3 = C=-15

Asi la solucién es y(X) %(x +5)32 — 15,

<) %=10(10—v) -~ & - qoqt j/

jdv - 10jdt
10-v

—Ln(10-v) = 10t + C / (1)

Ln(10-v) = 10t - C

10—y = @™ -C = gC_got
= v(t) = 10-Ae™ | donde A=e™®
y la condicion inicial v(0) =0 = v(0) = 10-A-1 =0 = A=10.
Asi, la solucién final es v(t) = 10(1 —e™ ',
6) Calcular la derivada g'(x) si
a) g(x) = .Xm dt
J0
b) g(x) = [ 1-t2 dt
Ji
o X2
c) a(x) = N 1+1t2 dt
Solucion:

Recordemos que, si F(x) es la primitiva de f(x), esto es, jf(x) dx = F(x), entonces

b
[ j f(x)dx = F(b)-F(a) & F'(x) = f(x) }

a

J
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b)

Asi,

g(x) = j t?2 +25dt = F(x) — F(0). Derivando con respecto a x:
0
g'(x) = F'(x) = f(x) = Vx®+25/

g(x) = remw_tz dt = F(senx) — F(1) /i

1 dx

g'x) = di{F(sen X) — F(1)J = F'(senx)-cosx = +1-sen?x -COS Xy
X

2

_ " 1 _ 2 d
a(x) = LX oY dt = F(x%) — F(3x) /&
g'(x) = d_‘i[F(xz) - F(BX)} = F'(x})-2x — F'(3x)-3
_ 1 3
gix) = 1+x* X 1+9x2 3
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4-CALCULO DE AREAS PLANAS

Recordemos que, si la tira vertical dA es el y
"elemento fundamental de area" de ancho dx
y altura f(x) — g(x), entonces el area achurada A

entrex=a A x=b esta dada por

b
A = I [f(x)—g(x)] dx

Ejercicios Resueltos

1)  Calcular el area de la regién acotada por la parabola y = x° y larecta y = 4x.
Solucién:

El area encerrada por ambas curvas esta dada

por la figura 1. yi=x
Resolviendo simultdneamente ambas ecuaciones \ A0 R

y =x?, y =4x hallamos las coordenadas de las } Y2=¥1

intersecciones de ambas curvas: (0,0) y (4,16). Ll

0 dx X
Entonces, el area elemental dA de la tira vertical /

sera
dA = (largo)- (ancho)

= (Y2 —y1)-(dx)
y el area total buscada A de la zona sombreada sera la suma (esto es, la integral) de

todas las areas elementales dA:

) ) 1.3]" 32
A = IdA = I [v2—yi]dx = I [4x—x2]dx =[ 2X2—§X3] = 3

0 0

2)  Calcular el dreaencerradapor x+y=3 A x*+y=3. y
Solucioén: (0,3
Resolviendo simultaneamente ambas ecuaciones, determinamos

las intersecciones de ambas curvas (fig. 2). Luego, el area bus- (1,2)

cada A sera X
/ RS
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3)

(i)

(ii)

4)

Calcular el dreaentre x=y*> A x—-y-2 = 0.
Solucion:
En la figura adjunta se muestra el area a calcular.
Intersecciones: y’=y+2 = y=-1;y=2.
Notemos que aqui el area elemental dA es horizontal,
pues su extremo izquierdo siempre permanece en la
parabola x = y?, y el derecho siempre enlarectax =y + 2.

Si la tira elemental fuera vertical, su extremo inferior estaria

tanto en la parabola como en la recta, por lo que habria que separar en dos regiones.

El area A de la region sombrada es entonces:

r[xw ~X]dy = Iz[(y+2)—y2] dy

-1 -1

A

|
N
N|=
<
N
+
N
<
I
w|=
<
w
—
|
1
N

Determinar el area del triangulo cuyos lados son:
x—-y+1=20; xX-y—=-17 = 0; 2x+y+2 =

Solucién:
(i)  El gréfico de la situacion se muestra en la figura, al

igual que las ecuaciones de las rectas respectivas.

(i)  De la figura, vemos que el area buscada A hay que

separarla en dos: A; y A, (separadas por el eje X).

0

x=y-1

x=2(y+17)

x=-1(y+2)




4

4
A L [ty 1=y -1)|ay L[ Sy+2t|ay [ 3+ Z VL ;
’ ’ 9 160
(1 1 - [ [ey,.2¢74 - 180
Ae Im[7(y+17)+2(y+2)} v IJM“ ey = B
3 3

Finalmente, el area sombreada buscadaes A =

5)
eje X, en el primer cuadrante.
Solucion:
(i) Intersecciones y grafico:
2

27

Para x = 3: =2x = y=2.

Derivadaenx=3: y'= %x2 = VYy'@)=2,

entonces la ecuacion de la tangente en (3,2) es

y=2x—4.
En el grafico se muestra en area sombreada
a calcular A, y la tira de area elemental dA.

Hallemos esta area A:

(X2 = x1)-dy

[%(y+4)—d%_7y]dy

dA = largo-ancho

J'dA
= A=

Calcular el area acotada por la parabola cubica 27y = 2x%, la tangente a ellaen x = 3, y el

W f----
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6)
Solucion:

El elemento de area dA es

dA = alto- ancho = y-dx = e™-dx

Por simetria, el area buscada A de la region
achurada sera el doble del areaentre x=0 A x=4.

Luego,

2(1-e™y

7)

p =a y exterior a la rosa de 4 hojas p =asen 20.

Calcular el area de la region interior a la circunferencia

Solucién

Recordemos que el area A en coordenadas polares (p,0) es
IB

De los graficos es claro que, por simetria, el area total buscada A

p%(0) do

Hallar el area encerrada por las curvas y=¢e*, y=e™, x=%4.

p=asen20

de la figura superior es equivalente a 4 veces el area achurada de la figura inferior.

El elemento de area triangular dA es la parte oscura del pequefio A:

dA = 1(p%.)d8 — 3 (PProa)dE

(a)’de — % (a sen 26)°de

N|—=

a’(1 - sen?26)de

N|—=

_ sen40

y

/2
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8)

Calcular el area de la region interior a la cardioide p =a(1 + cos 0) y exterior a la circun—

ferencia p=2acos?®f.

Solucion:

En la figura adjunta esta dibujada la cardioide (de/
griego: forma de corazén) y la circunferencia ®.

La zona achurada es el area A que se pide calcular.

La pequeia zona negra es el elemento de area

= 1(p? — 1
dA = 2 (P cara)d® — 5 (p°,)dB.

Por simetria, el area achurada total A es igual al

area achurada de la mitad superior, donde

%s 0 <0 paraambascurvas,y n<6< %

so6lo para la cardioide (ver figura).

Entonces
- /2 b
A= |dA = 2[% I (P —P°5) O+ I (pzcard)de]
o 0 TE/Z
075/2 T
A = (a"’(1+cose)2—4a2 cos? 6) do + J. a%(1+cos0)? do
Jo /2

T

/2
A = azj (1+20039—300$26)d9 + azj (1+ 2cos 6 + cos? 0) do

0 /2

/2
A = a2[9+23en6—3(% +36229)] + az[e+23en6+ 9+
0

= g2 s 43n _
A a[2+4]+a[4 2]

- 2
A—TEa//

sen20
4

J

T

/2

~
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\_

9)

10)

Dada la curva en forma paramétrica (llamada cicloide)
x(t) = a(t—sent) y

y(t) = a(1 —cost) ; 0<t<2=n

calcular el area de una arcada.

Solucién:

. . ol
Recordemos que, si una curva esta dada en

forma paramétrica
X =X(t); y = y(t),
entonces un elemento de area dA esta dada por
dA = y(t)-x'(t)dt.

2n

ta
O sea A= J. y(t)- x'(t)dt
t
2n 2n
Entonces, A= j a(1-cost)-a(1-cost)dt = azj (1-cost)? dt
0 0
2n 2
A = 3ra

az[t—ZsenH l(t+sentcost)] = p
2 0 2

Calcular el area que encierra la elipse dada paramétricamente como

X = acost
y = bsent , Osts
Solucioén: b
2 /
A= j (bsent)(-asent) dt t - x
0 \/e >
0 n/2
A = 4J. (—ab)sen?tdt = 4abJ. sen?t dt
n/2 0
/2 sen2t | 72
A = 4ab| sen?tdt = 4ab|li- = naby
0 2 4 0

OBSERVACION: Si a=b=r (radio de la ®), entonces A = nr?.
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11) Calcular el area interior de la astroide
x = acos’t

y = asen’t, 0<st<2n

Solucién:
De la figura, el area total buscada A sera cuatro veces

el area achurada:

5.-CALCULO DE VOLUMENES DE ROTACION.

Ejercicios Resueltos

(A) Método de las secciones transversales.

SiVeselvolumenentre x=a A x=b deun
sélido de revolucién en torno del eje OX, generado

por una curva plana f(x), entonces

b
V = nJ. f2(x) dx

a

K (ya que el elemento de volumen dV del disco sélido sombreado es

n/2
A= 4j (asen®t)(3acos?t)(—sent) dt
0
n/2 1 1
A = —12a° sen*t-cos?tdt . Pero: senX - |1ZC€OSX . cos% =, Teosx.
o 2 2 2 2
ik 1-cos2t\?( 1+ cos 2t ik
= A = —12azj ( 5 j ( > jdt = — %azj (1—cos? 2t + cos® 2t — cos 2t)dt
0 0
3 1 1 3t _ 1 g
= 92111 + + 1 _senot _ 1 o2
A 5a [t 2 (2t + sen 2tcos 2t 5 (sen 2t 3 5 sen 2t))} g
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~

dV = n- (radio)?- (espesor) = n-f(x)-dx ).

1) Calcular el volumen del tronco de cono generado por la rotacion, en torno del eje OX, de
la regién encerrada por
y
y=x+1 ; x=1; xX=4; y=0.

Solucion: Y- \

recta y=x+1 X
El grafico muestra la region achurada, que gira .
en torno del eje OX generando el tronco de cono. y
El volumen asi engendrado sera

4 4
V = nI y2dx = ch (x +1)%dx
1 1

4

3
= n(%+x2+xj = 397,
1

2) Laregion del plano encerrada por y = x°, x = 2, y = 0 gira en torno de cada eje. Calcular

el volumen generado en cada caso.

Solucién: y s
y y= X3 y =X
Giro en torno Giro en torno
del eje OX del eje QY
X
0 = > X
V1 V2
Entonces,
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8
V, = @ - U = g-r’-h - nI x2dy
0

8 8
Vo, = 1-2%-8 - nI y#dy = 321 - n(%ys/?’) = B4z,

3)  Calcular el volumen del toroide generado por la rotacion del circulo
(x=572 + y? < 4
en torno del eje OY.

Solucion:

i) Grafico del toroide

X=5+,/4-y?
2 Ri
P “\\ /_H
- . dy N\
’ \ N—
/ \
! ! 2 \

o

-2

—~—
R x
\ / K5
\\\\\§ ’,,/ //
x=5—/4-y?

[ Ry=5+44-y2 , Ry=5- 4y2]

ii)  El volumen V del toroide es el volumen generado por el circulo sombreado al girar en
torno del eje OY . Por consiguiente, sera igual al volumen del "cilindro" sélido de radio R, menos
el volumen del "cilindro" sélido de radio R, (pues el toroide esta vacio en su centro).
Asi,

Vioroide = V(Rz2) — V(R4)

1 (Ro)* — m(Ry)®

2

= V= TcJ.2(5+W)2dy - nj

-2 -2

(5—W)Zdy




(5—W)Zdy

N

o2 2
V = 2n| 20/4-y?dy = 40r-1 y\/4:[y2 +4arcsen(%) =]207t-2n = 407%,
0 0

Calcule el volumen por rotacion de la region : y = lx2
2 Cc8)f-------mmm--- A (4.8)

a) OAB en torno del eje OX
b) OAB en torno del eje OY \4
c) OAB en torno de AB
d) OAB en torno de CA
e) OAC en torno del eje OY
f) OAC en torno de CA :

WF-------------------7=

O
g) OAC en torno de AB (4,0)
h) OAC en torno del eje OX
Solucioén:
) dVv = ny’d
a) V= IdV = j ny?dx y y dx
0

b) V = Vcilindro sélido — Vparaboloide interior

8 _/g
V = n-4%-8 — nj x2dy E
=== == 0 X

0 N ——

y¥3dy = 1281 —

<
1l
—
N
(0]
=
|
a
—
oo
a
(e8]
o
X
w
1l
‘cn
—
N
a
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g Vv

~8 8
V=n| 4-xPdy = nI (4-y?3) dy
v 0 0 y

8
V = | (16-8y?3 +y*®)dy /=

8
V = 1 [16y_gy5/3+%y7/3} - n|:128—&-85/3+3 87/3} — 1024 ,

5 0 5 7

Vcilindro sélido — Vparaboloide interior y

J0 4

4
n-82-4 — nJ. (8- y)? dx m\
0

4
256m — nI (8 —x¥?Y? dx
0

4 4
256t — nJ. (64-16x>2 + x%)dx = 156m — [64x—3—52x5/2+%x4} =
0 0

8 8 y
nI x3dy = ch y*3dy
0 0

8
a[3x0] = 3By 0
7 0 7

4 4 4
TEJ' (8—y)2dx = TEJ. (8—x3/2)2dx = nj (64—16x3/2+x3)dx
0 0 0

4
32 52 14} - 576
n[64x 5x +4x . 5 )

B-4
8

8
n-4%.8 — nJ- (4-x7?dy = 128n — “J- (4-y?*y dy

0 0

8
1281 — nJ. (16— 8y?> + y*3)dy
0

X
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V =
0
h v= 0O - <«
4
V = n-82-4 = th x3dx = 256n — 64n
0
V = 1927‘C//

(B) Método de las capas cilindricas.

(@) SidV es un elemento de volumen

del cilindro vertical, entonces

dV = (area tira blanca) - (altura cilindro)
dV = (longitud - espesor)- (altura cilindro)
dV = (2ax-dx)-(y2— Y1)

dV = 2rn(y,—y4)-x-dx

Luego, el volumen total V del cilindro sera

a
V= 275I (y2 —yq9)xdx

0

(b) SidV es un elemento de volumen
del cilindro horizontal, entonces
dv

(area tira blanca) - (largo cilindro)

dV = (longitud-espesor)- (largo cilindro)
dV = (2ry-dy)-(xz — x1)
dV = 2n (X2 —X4)-y-dy

Luego, el volumen total V del cilindro sera

8
n [16y—25_)—4y5/3+%y7/3} = TC|:128—%~85/3+

3.
7

g7/3 }

— 3456
_35 1Y
X
y
[ y2(X)
1 X 1
AN yi()
X
0 dx
H_J

X1(X)

X2(X)
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r=1-x—

Ejemplos
1)  Laregion acotada por las curvas y = x®; x =y? gira en torno de los ejes OY y OX.
Hallar los volumenes asi generados en ambos casos.
Solucion:
a) Girando sobre el eje OY
1 1
V =2n| (x-x¥)xdx = 2n[2x5/2—1x5} =25,
. 5 571, 5
b) Girando sobre el eje OX
1 1
V= ZTEI (v -y?*)ydy = 2nJ‘ (y*"® -y*)dy
0 0
1
= oq|3y3_1 4} = 5
V 2n[7y 7Y . 1a™
2) La misma region gira sobre las rectas x =1 ; y =1. Hallar los volumenes.
Solucién:
a) Girasobre x=1.
1 1
V = ZEI x=x3)(1-x)dx = ZEI (x"? = x® = x¥2 + x*)dx
0 0
1
= on|2y¥2_1,4_ 2,52 1 5} = 13
V 2n[3x 4x 5x +5x . 3075//
b) Girasobre y=1.
1 1
V= 275! (y"® -y*)(1-y)dy = ZRI (v —y*® -y +y%)dy
0 0
1
= o-[343_ 3,73 1.3 14} = 10
v 2“[4" 7V Y YT
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Volumenes en coordenadas paramétricas y polares

Recordemos que si una figura dada en coordenadas paramétricas x = x(t), y = y(t)

gira en torno del eje OX, el volumen V generado esta dado por

y si gira en torno del eje OY, el volumen V generado esta dado por
d
V = th x2(t)-y'(t)dt
Cc

Ejemplos
1)  Hallar el volumen que genera un arco de la cicloide

x(t) = a(t—sent)
y(t) = a(1—-cost) ; 0=<t<2n

cuando éste gira en torno del eje OX.

Solucioén:
Una cicloide es una curva generada por un punto y
situado en el borde de un disco cuando éste rueda,

sin resbalar.

Entonces el volumen V buscado es 0 2n

b elemento de volumen dV
V = nj

2n 2n
V = na3j (1-cost)? - (1- cost)dt na3j (1-3cost +3cos? t —cos® t)dt
0

2n
V = na3[t—33ent+%(t+sent-cost)—sent+%sen3 t}
0

V = 57‘52 33//
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2) Dada la esfera en forma paramétrica, calcular su volumen:

X = Rcost
y = Rsent ; O<stsn y
Solucion:
b
V = 71:'[ y2(t)- X'(t)dt y
° dx R
T
V=n I (R%cos?t)(-Rsent)dt dx = x'-dt
0
T T T
V = —nRSJ sen’tdt = —nRBI %[3sent—sen3t]dt= — %nR3[—3cost+%cos3t}
0 0 0
= _1_R3m_1 _ 17 =_1_R31_167 = 4 _ RS
4rcR [3 3+3 3] 4nR[ 3] 3nR,,
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VOLUMEN DE CUERPOS DE SECCION TRANSVERSAL CONOCIDA

Son cuerpos cuya seccion transversal es una figura de magnitudes variables, pero

siempre de la misma forma.

Por ejemplo:

Si dV es un elementop de volumen, entonces dV = (area achurada)- (espesor) = A(x) - dx,

por lo que el volumen total V ser

b d
V = I A(x) dx ; o V = j A(y) dy

a Cc

Calcular el volumen del sélido de forma piramidal, cuya base es un triangulo rectangulo
isdsceles de cateto a y de seccién en forma de triangular semejante a la base, y de altura h.
Solucioén:

En la figura, sea OC = h = altura de la piramide

OD =y = distancia del elemento dV
a la base de la piramide

Entonces,
BD _ AO x_ _a = ah-y)
DC_OC hoy h =T

El elemento de volumen dV es

dV = (area A)- (espesor)

= 1y2.
5 X dy

Asi, el volumen total buscado V sera
b h h h
2 Y4 2 2
v =I av = I gy = 2| 0¥V, =25‘?J. (h? —2hy +y?)dy = aTh,,
0 0

a O2




75

1)  Calcular el volumen de una piramide de base cuadrada de lado a y altura h.
Solucion:
En la figura, sea dV un elemento de volumen, de lado
basalx y altura dy. Entonces,

dvV = x?-dy (k)

Por otro lado, por triangulos semejantes: %:2 .
Luego, x = % . Reemplazando en (),
dV:a2 2 = V:a2 h2d :iﬁhzlazh
h_zy W y-ay K2l 3 3 I
0 0

2)  Calcular el volumen del sélido, de base el circulo x* + y* = a%, en que la seccién generada
por planos perpendiculares a la base y al eje OX es un triangulo equilatero cuyo lado es la

cuerda en el circulo.

I
N

Solucion:

De x*+y*=a’ = AB =base del tridngulo = 2y = 2y/a? —x? ; altura h del tridngulo = y/3 .
Un elemento de volumen dV sera, de la tercera figura,
dV = (area A ABC)-dx
= %(base)- (altura)-dx =

(2Va? —x* )-(y+3)-dx

1
2

= V = \/§J. (@®> - x?)dx = 2\/§J. (a® — x?)dx
a 0
3 a
V = 2\/§ [azx—%)} = %aau
0
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~

3) La base de un sélido es la regién acotada por y =x?, y =4 ; las secciones transversales
son trangulos rectangulos isdsceles cuya hipotenusa esta en el plano XY, y su plano es L al
plano XY .

Hallar el volumen del sélido asi formado.

Solucién:

Es claro, de la 22 fig., que h = \/§ .
Si dV es un elemento de volumen, si dy es el espesor de este elemento (ver 32 figura),
entonces

dV = (area triangulo)- (espesor)

= (%base-altura)-(dy) = (2\/§ - \/§)-dy = ydy

1
2

Luego, el volumen buscado V sera

4) La misma base del problema anterior, ahora las secciones transversales son semicirculos
en vez de triangulos rectangulos isésceles. Hallar el volumen.

Solucion:

Ahora el elemento de volumen dV es

dV = (area semicirculo)- (espesor)
= (ny)-dy
4
= V=njydy=8ﬁ//
0
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5) Labase de un sdlido es un triangulo rectangulo isésceles de lado a.La seccién del sélido

es un semicirculo cuyo plano que lo contiene es 1 a uno de los lados de este triangulo y a la

base. Hallar el volumen del sélido.

Solucion:

X+y=a

De las figuras, vemos que un elemento de volumen dV del sdlido esta dado por

dV = (area semicirculo)- (espesor)

1l
—~
a
1
N <
| I
N
~
(o}
x

= 1.2 -1 Y
2"y dx 4n(a X)“ dx
a 5, 1@
= VvV = %nJ‘ (@a-x)?dx = %n[azx—ax2+x—)}
0 0
V = %Ttas//

6) De un tronco, en forma de cilindro recto circular de radio a, se corta una cufia mediante un
corte vertical y otro oblicuo en 45°, de modo que la interseccion de ellos se produce en el centro
generando un diametro. Hallar al volumen de la cufia.

Solucion: z

De la fig., vemos que el elemento de volumen dV

es dV = (area A)-(espesor) = (%yz)-dx

dv = (%zz)-dx = %(az—xz)-dx
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a
Luego, V =2 [;J.
0

a

3
(az—Xz)dX] = [azx—%} = %83//
0

7)  La base del sdlido de la figura es el circulo x? + y? = a. Calcular su volumen cuando las

secciones transversales son tridngulos isésceles con base en el plano XY, de altura igual a la

base.

Solucion:
y

ar)
N

_ x X2+y2=a2
y /
dx

Vemos que un elemento de volumen dV esta dado por dV = % base - altura - espesor.

Entonces del enunciado, base = altura A = 2y. Asi

_ 1

dVv 5

a

= V=j
= V=%a//

a

3

2 (2y)-(2y)-dx = 2y*dx = 2(a’ - x*)dx

a
2(@%-x?)dx = 2J. 2(a% - x?)dx

0

8) Labase de un solido es la region del plano XY acotada por y =4, y = x?. Calcule el

volumen del sdlido si las secciones transversales 1 al eje OX son cuadrados.

Solucion:

z

~
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El elemento de volumen dV es

dV = (4rea cuadrado)- (espesor) = (y,—y;)?-dx = (4 —x?)%-dx
Entonces, el volumen V buscado sera
2
V = J. (4 —x)"dx
-2
.2
V =2| (4-x°)dx
Jo
.2
V =2 (16-8x%+x*)dx
Jo
2
V = 2[16x-8C X | = 34
375 15"

9)  Calcular el volumen de un prisma de base rectangular, de lados a y 2a, y altura h.

Solucion:

70 -
2222222 °

2a

X

De la 22 figura, un elemento de volumen dV esta dado por
dV = (area rectangulo elemental)- (espesor)

= (2x-X)-(dx) = 2x%dx
Hallemos ahora una relacion entre la altura h de la piramide y un lado a de ella. Por semejanza

de tridngulos:

J




Luego,

dv =2

aZ Z2
h2

dx

=
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6.-LONGITUD DE UNA CURVA

Ejercicios Resueltos

Recordemos:
a) Siuna curva C esta dada en coordenadas rectangulares y = y(x), entonces su longitud L,

entre Xx=a, X =b, esta dada por
b
Le = J. J1+[y' ()P dx asxs<b )
a

b)  Siuna curva C esta dada en coordenadas paramétricas
x = Xx(t),

y =y(t)
entonces su longitud L¢, entre ty y t1, esta dada por

ty
Lc =I XOF +[y®Fd | tstst (2)
t

c) Siuna curva C esta dada en coordenadas polares p = p(8), entonces su longitud L¢, entre
0 =a,0=p,estd dada por

B
Lc =I J[e'T? +p?de a<0<B (3)

1)  Calcular la longitud de un arco de la curva 8x*=27y> si 1<x<8.
Solucién:

Podemos usar la férmula (1). Para esto, hallemos primero [y*(x)]*. De 8x? = 27y® tenemos

y= %XZ/?, . Luego1 y' = %XJ/"S, [y']2 = 18—?X72/3 . Reemplazando en (1),
8 T 8 X2/3 +ﬁ 8 q
— -2/3 — 81 = 16
Lc = L [1+ax PBax = L a5 dx = J.1 1/x2/3'+mx1—/)§

Haciendo el cambio de variable u?= x23+16 setiene 2udu = %X*V?’dx — 3udu = -9x |

81 3
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2)

Lc

3)

4)

Solucién:
La ecuacion de la @ de la figura es p = R. Entonces, p'=0.

3/2
23,16 dX = 2 =2 = 23 16
J X7 +53 0 BJ u“du u [x + 81}

8
3/2
= |23 16 = _1 [a.(a5\3/2 _(g97\3/2
= Le [x +8J 729[8 85)%2 _ (97) ],,

Calcular la longitud de un arco de

w

=[x
N
X |=

|
+

y:

Solucién:

b
Usando la relacién (1) Lc = I ,l1+[y'(x)]2dx , tenemos
a

Iz 2 4F ’ 41,1 ‘I 1T 3 477
1+{X———} dx = j 1+2 24 " dx =I [X—+—} dx = {X———} = 22,
N VT1E T2 AT 12 x],

Hallar la longitud de la cardioide

-
w

RN
N

p=a(1+cosB) , 0<6=<2n

Solucién:

p
Para usar la relacion (3) Lc = I w/[p']2 +p2de , hallemos primero [p']2 +p?
o

\/[p']2 +p? = \/[—a sene]2 +[a(1+ cos (9)]2 = \Ja2sen20 + a2 + 2a2cos6 + a2cos20

= J2a? +2a’cos® = a/21+cosd = ax/i(\/fcos%) = 2acos? .

2

Entonces,

B 2n T T
Lc =I \/[p']2+p2d9 = Zaj cos%de = Saj cos(%)% = 8a-[sen%} = 8a

0 0 0

Calcular, mediante integracion, el perimetro de una circunferencia de radio R.

Usando la relacién (3), se tiene
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5)

4 4 4 4
2
tenemos: L=I \/[t]2+[(6t+9)1/2J dt ='[ 2 4 6t+9dt =I J+32dt = [%t2+3t]
0 0 0

6)

Lo = Lﬁmde - j:”mde

2n
= I Rdo = R'(2TE) = 2nRy
0

La posicidon de un punto movil P(x,y) en cualquier instante t esta dada por

x =1

N=

16x+9)% , t=0.

y

©|

Calcular el espacio recorrido por el punto desdet=0 hastat=4.

Solucién:

Sea L el espacio recorrido. Entonces, x' =t; y'= 1[3 -(6x +9)"-6] = (6x +9)"”.

Asi, usando la relacion (2) para coordenadas paramétricas,

t
L = j JIXOP + [y dt
to

0

Calcular la longitud de un arco de la cicloide, cuyas ecuaciones paramétricas son
x=a(t-sent)
y =a(1-cost) , 0<t<2=n
Solucion:
Hallemos primero, y'.
x'=a(1—cost)
y'=asent.

Entonces, usando la relacién (2)

= 20y

t
L = I 11/[x'(t)]2 +[y'(t)]2 dt , se tiene
to
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—
1

0

T

2
0

7.- AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION

Ejercicios Resueltos

Si A(s) es el area generada por una

4a\/§J. sen%dt = —8a [cosi} = 8ay
0

2n 2n b
j \/[a(‘l—cost]2+[asent]2 dt = aj J2-2costdt = 2ax/§j J1-costdt
0 0

curva x = x(y) que gira en torno del eje Y, y
entonces un elemento de area dA es
= i i - i Curva x(y)
dA = (longitud de la tira achurada)- (ancho tira) dA </
— — ' 2
dA = (2r-x(y))-(ds) = (2nx(y))- (y1+[x'(y)]" dy )
ds =1+ [x'(y)” dy
Luego, 7 /} X
b S iy 4 Ed -
A(s) = ZnI x(y) -1+ [x'(y)]2 dy
a
z
y
? Curva y(x)
Si la curva gira en torno del eje X, tenemos ;
, e )
A(s) = 2n I y(x)- 1+ [y' ()] dx !
a |
z |
1) Hallar el area A de la superficie generada por la rotacion de la curva

y=x>, 1<x<3,

en torno del eje OX.

Solucion:
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A=2njby 1+[y Pdx = 2 I 1+ 3x

a

j V1+9x* x3dx = 2“'[ V1+9x* (36x° dx)

_ = 4\32 o 3 _ T 3/2 32
= E|:(‘]_|_9X ) §:| = §(730 -10 )//
1

2)  Calcular el area de la superficie del cuerpo generado por la rotacién de la astroide

N y2/3 = 1
en torno del eje X.
Solucion: ;IR
El area total buscada A(s) sera el doble del area : :.
de la zona PQR de la figura. Asi, : ' ;
i B Q
A(s) =2 2{[ 1+[y )P dx ] it
P
Hallemos primero 1 + (y')* :
2/3 213 _ — (1_y2/3 32 ) = 3(1_2/3 V2 _2.,-13
Xty 1 = y(Xx) (1x) = y'(x) 2(1x)(3x)
"2 — _ 2/3 —2/3 - X2/3+1—X2/3 - 1 ' 2 _ 1
14y = 1+ (1-x73)(x2?) e J5 = el -
1 1 32
Luego, A(s) = J‘ y(x)- de = 4TCJ. (1—x2/3) x V3dx ;
0
Haciendo cambio de variable : u? = (1—x2/3) — 2udu= —%x‘wdx = x Bdx = -3udu,

se tiene, (enque x=0 => u=1; x=1 = u=0)
0

1 0
3/2
A(s) = 4TEI (1—X2/3)/ x V3dx = 4nI ud(-3udu) = —12nJ‘ u* du
0 1

1

A(s) = —127{%&} =12,
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3)

Calcular el area de la astroide, dada en coordenadas paramétricas

X(t) = cos’t
y(t) = sen’t, Osts%
cuando gira en torno del eje OY..
Solucion:
Como gira en torno del eje OY, usamos
b
A(s) = 2TEI x(y)- 1+[x'(y)]2 dy
a
/2
N A(s) = 2|2 j x(t)-[X'OF +[y' ()] dt ;
0
Pero, x'(t) = —3cos’t-sent ; y'(t) = 3sen?t-cost. Luego,
/2 2 2
A(s) = 4nI cosst-\/[—ScosztsentJ +[3sen2t-costJ dt
0
o /2
A(s) = 12 cosst~\/cos4t«sen2t+sen4t«cosztdt
J0
.1‘[/2 TE/Z
A(s) = 12rn cos*t-sentdt = —127{%005‘%} =%n//
J0 0
4)  Calcular el area de una esfera de radio R. y

Solucion:
En coordenadas paramétricas, una ecuacion

de la esfera es

Rcost

(

x(t) =
y(t) = Rsent

Entonces
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\_

/2
A(s) = 2 [271-“ x(&)- [ O +[y' O] dt}

0

o /2

A(s) = 4n Rcost~\/[—Rsent]2 +[Rcost]2 dt
v 0
o 1'[/2
A(s) = 4n Rcost- \/RZ [sen2 t+cos? t} dt
v 0

/2
A(s) = 4TCR2J. cost dt
0

/2
A(s) = 4nR%[sent] = 4nR%
0

AREA DE LA SUPERFICIE EN POLARES p = p(6)

a) Entorno del gje polar:

y
8 d
A(s) = 2nI 0(6)- sen(O)(p")2 + (p)? do \QLU

b)  En torno de la vertical :

De manera similar, cuando gira en torno del eje vertical, el area A(s) esta dada por

B
A(s) = 2 j p(8)-cos(OW(p)? + (p)? do

Ejemplos:

1)  Calcular el area de la superficie que se obtiene por rotacion en torno del eje polar de la
cardiode
p(6) = 2(1 + cos B)

Solucién:

eje polar
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Usando la relaciéon a) anterior, tenemos

§
A = 2n_[ p(6)-sen(O)(p")* + (p)* db

a

e T

A = 2rn 2(1+cose)-sene\/[—Zsene]2 +[2(1+cose)]2 de

J0
A = 8n| (1+cos0)-senb+2+2cosO do = 8x/§nJ. —(1+cose)3/2d(cose)
J0 0
T 7
A= —8x/§7t-%[1+cose]5/2 = Sﬁn-% 292 = %n//

0

2) Lacurva p=2a senB gira sobre su eje polar. Hallar el area de su superficie.
Solucion:
El gréfico de la curva dada es la circunferencia mostrada en la figura.

Como gira en torno del eje polar, usamos

2a
B
A(s) = 2n| p(6)-sen(O)(p')” +(p)* dO
@ T 0
= A(s) = 2n| 2a-sen? 6\/[2acos,6]2+[2asene)]2 de
v 0

T T
A(s) = 3827tJ. sen?0do = 8a2n-%[6+sen6~cose] = 4a’n?y
0 0

MOMENTOS DE INERCIA Y CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA

Recordemos algunas férmulas para obtener la masa m de una lamina, sus momentos M, , M, ,

su Centro de Gravedad (6 Centro de Masa) X ,7 :

b
_ . , , _ masa
a) Masa: m =3 L f(x) dx ’ densidad 3 = i5ad de area

J
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4 )
b
b)  Momentos: M, =38 %I f2(x) dx
N @ J
e B\
b
M, = S-J. x - f(x) dx
a
N J
—— M
c) Centro de Gravedad G (X,Y): X = Fy ; Y =

Ejemplo:

Hallar las coordenadas del Centroide o Centro de Gravedad de la ldmina plana y homogénea

(es decir, de densidad constante), acotada por

y=4-x%;
Solucioén:
Sea k = densidad de la lamina. Entonces
b 2
a)m = 8_[ f(x)dx = kJ. (4 —x%) dx
a -2
= 32
= m 3 k.
2 2
b) My = %j (4-x2)?dx = k_[ 16-8x2 +x4)dx = 26k,
-2 0
2 . 2
M, = k'[ (4x-x3)dx = k[sz—X—} =
2 4 s

y=0

=

S
1

o
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b
J x - f(x) dx
c) X = =2 = 0 =0

b 32k/3
I f(x) dx

b
1I f2(x) dx
7=2a _ 256k/15 _ 8

jb 32k/3 5

f(x) dx

Por consiguiente, el Centro de Gravedad tiene coordenadas

G=(XY) =02,
GUIA #2 Ejercicios Propuestos:

1.-Calcular el area de la region plana limitada por las curvas:
a) y=x?:y=8-x*> b)y=2x’:y=5x-3 c)y=x>:y=2x3+x*-2

d) y=x3:y+x=0:y=x+6 e) y=x1y=2x—x>f) y? =x:y? =2x—6

W2
g)y= :y=7 h) y=e*:y=e*:x=1.

1+ x?

2.- Hallar el area entre el eje x y la cicloide: x = a(t — Sent) y = a(1— Cost) .

3.- Calcular el area d encerrada por una onda de la curva: x =2t —Sent y=2-Cost

Y la tangente a ella en su punto inferior (y=1).

3at - 3at?
1+t 1+t

4.- Hallar el area encerrada por la curva: X =

5.- Calcular el area encerrada por las curvas en polares:

a) p =3Sen3¢ b),o2 =4Sen26 c)p =5(+ Send) d)p=3+2Send.

/
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e) p? =a’Sendd f) p = 2+ Cos®

6.- Calcular el area encerrada :

a) Dentrode p=2+Cos@ yfuerade p=2

b) Dentro de p2 =4Cos@ y fuerade p =1-Cosé

7.- Calcular los volumenes de los sélidos por rotacién sobre el eje x de las regiones cerradas:
a) y=1-x° x=0 ;x=1

by y=x3x=1 ;x=2

c) yzi;x:l; x=t>1(y limt)
X

tow

8.- Mediante el método de las secciones transversales calcular el volumen de los cuerpos de

rotacién de las areas encerradas por:

a) y=x—x° ;¥y=0 0< x<1sobre eje x
b) y=x*> y=4x=0,sobre y=4.
c) y=x2y=4x sobre x=5

d) y=x% x=y? sobre eje y ;sobre x=1; sobre y=1

9.- Encontrar el volumen del sélido de rotacidon por giro sobre el eje x del area limitada por:
X = 2y3 - y4 (Observe que el método de las capas cilindricas es mas conveniente que el de las

secciones transversales.).4, Si gira sobre el eje y?

10.- La region acotada por : y2 =4X ; Yy = X, gira sobre el eje x, encontrar el volumen por los

dos métodos.

11.- Hallar el volumen por rotacién de la Astroide: x = aCos’t y= Sen’t , al girar sobre un eje

coordenado.
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~

12.- Calcular el volumen del cuadrado variable, cuyo plano es perpendicular al eje x y tiene dos
vértices apoyado en las parabolas. y2 =16x y2 = 4x ,cuyo lado es la diferencia de las ods

ordenadas que se mueve entre x=0 y x=4.

2 2
X 2 1
13.- Dentro de los cuerpos de seccion conocida se tienen al EIipsoide:—2+Z—2+—2 =lyel
a c
2 y2 72
Hiperboloide: —t == 1.Calcular el volumen de ambos.
a~ b° ¢

14.- Calcular la longitud de arco de :

a) f(x)=(x+1)%? 3<x<8.

b) f(x) :%(x)“2 —%(x)“2 1< x<4.

c) f(x):jlxx/t2 _1dt 1< x<3.

x = a(2Cost —Cos2t)  x = aCos’t

15.- Calcular la longitud de la curva paramétrica:
J P y =a(2Sent — Sen2t) Y y = aSen’t

16.-Hallar la longitud total de : p = a(1+ Cosé).

17.- Hallar el érea de la superficie del “huso” que resulta de girar una semi onda de y=Secx

alrededor del eje x.
18 Hallar el area de la superficie de revolucion de la Astroide.

19 Hallar el area de la superficie del elipsoide (elipse que gira sobre el eje x)

20.- Hallar el area de la superficie cuando gira un arco de cicloide sobre el eje x.i
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21.- Hallar el area de la superficie cuando gira la lemniscata: ,o2 =a?Cos26

8.- INTEGRALES IMPROPIAS.-

Ejercicios Resueltos

Una integral cuando el intervalo es de la forma: (—o0,b] 6 [a,00) 6 (—o0,20)6 en él la funcion
no es acotada, decimos que se trata de una “integral impropia”. Asi por ejemplo la

0 b b
integralj f (x)dx es una integral impropia pero si j f (x)dx existe y también: t!im I f(x)dx =1,
—>0

a a

decimos que la integral es convergente a | y denotamos I f (x)dx =1, del mismo modo para

a
b b o0 a

[ £09dx=1im [f()dxy | f()dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx, cuando Ia integral no es
—00 a‘)_ooa —00 —00 a

convergente decimos que es divergente.

Ejercicios resueltos:

1.- Calculemos: I e *dx
0

Solucion:

b

je Xdx = t!lm e “dx = t!lm [ b +1] =1,por lo tanto la integral es convergente a 1 por ello
—)OO —>00

denotamos : J-e‘xdx =1.
0

T dx
2.- Calculemos: | —

1 X

Solucion:
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-

\_

0 b
. J% = lim L lim[Lnb - Lnl] =0 luego la integral diverge.
1 X b—ow 1 X b—o0

3.- Calculemos: J'd—);

Solucion
- 1 .
¢ dx dx . | bTP -1 Sip>1
—=lim = lim =<1-p .
1 xP  bow Xp boo| 1-p

4 -Calculemos: I

1+x
Solucion:
T dx _
_w1+ x?

; 0 b
lim + lim = lim | ArcTgx| _ + lim|ArcTgx| . =
aa—ooj.]_.,_x b~>oool+ XZ aﬂ—oo[ g ]a b—)oo[ g ]0

= lim [-ArcTga]+ Ilm[Archb]——(—%)+%:7r

a——o

Otro tipo de integral impropia es cuando la funcién no es acotada en el intervalo, asi si la
funcion se hace infinita en a 6 en b tendremos:

b b b c
a) j f(x)dx = lim j f(x)dx b) j f(x)dx = lim j f (x)dx. Siello ocurre en d € [a,b]tendremos:
a c—>a+C a cb7y

b

[ fo)dx= } f (x)dx +T f (x)dx .
a d

a
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1
5.- Calculemos: I

J_

Solucion:

¢ dx ,
{m‘JLTIJ—‘JLT—[Z‘ 1-b]-2.

6.- Calculemos: J'%
0

Solucion:
1

dx . .
I— I|m — = lim [Lnl Lna] = .La integral diverge.
o X a—>0+ x—at

Observacion:

En el célculo para Ingenieria tienen gran relevancia las integrales impropias:

a)l'(p) = pr_le_xdx funcién gamma
0

b) L(p) = Ie_ PXf (x)dx Transformada de Laplace.

Ejercicios propuestos.

1.- Analizar la convergencia de las integrales impropias:

a) ofe‘z"dx d) I dx
3

b)j

1+x
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2 Lnx
c) | —=dx f) | —
) ! N ) > XLnx

9.-ANEXOS

1).- SERIES REALES.-

Ejercicios resueltos.

1.- Aplicando el criterio de comparacion por defecto o por exceso ,analizar las series:

= 1 & 1 n+1
a) b) c)

2 e 2 T 2
Solucion.

1 1 1
a) Puesto que <—ycomo la serie geométrica razon § , Z (g)n converge, entonces la

+1 3 n
propuesta también converge.

3n

1 , - 1 . , .
b) Como —< y la serie armonica Z— diverge, la serie mayor que ella también
n n

1
Ln(n)

diverge.

n+1 1
c) Se puede probar por induccién que i —— <—,como la serie “p”; p>1 |, Ziz ,es
n n n

convergente ,la serie menor también es convergente.

2.- Comparando mediante el limite del cuociente, analizar las series:

a) Y.
0

n:Z b) iSen(i) c)iin.
n 1 n

2n° -3

Solucion.
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, 1 .
a) Aplicando la serie convergente 2—2,se tiene
n

n+2
. n® +2n? 1
lim&=——= 2n° +3 = lim 2—3 € R" Entonces ambas convergen por lo tanto la
n—o0 - N—o0 n~ —
n2
propuesta.

Sen(1/n)

b) Como Z— es divergente y lim =1 Entonces la nuestra diverge.

n—o

c) Laseriep Z— es convergente y r!l_To Ut oo

=0 por lo tanto nuestra serie
es convergente.

3.- El criterio de la raiz de Cauchy es aplicable a los siguientes ejemplos:

2

= (on+1\" 1 =1, @ g & onf 0 Y © —2n-1.,
2) le( n j 3n b)Z(Ln(n)) °) Z_” 9 Ze (n+1} ¢ Z\/ﬁ(n+13)'

2 o N 0 1

Solucion.

3
a)llm\/—_ lim 2n+1Y L: lim 2+l -L:ZB-L:8>1 diverge.
nool N n) Y3%n 1-

-

b) Ilm\/7_ Ilm[

=0<1, luego la serie converge.
n—o0 n—oo

Ln(n)

e
) lim [/a, = lim = =0, la serie converge.

n—oo n—wo N
d) lim =lime =e>1, por lo tanto diverge.
n—>°°\/7 n—w [(1+1/n) }

e) lim i = lim n2n (2n 1] lim ¥/n ( 2—1/n ): 2 >1, serie divergente.

N—w n—c n+13 N—>00 1+13/n

4.- Aplicando el criterio de D’Alambert, analizar las series:
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n n! 357-.....(2n +1) (n1?3"

a — b — c d —
DI DIEC)) - X omi
Solucioén.

. a . n
a) lim =L = [im n+l 2 _ = lim 1(l+£j:1<lconverge.

n—o an n—oo 2n+1 n n—o0 2 n 2

. a n
b) lim L = Ll)l n__ L)n =1/e <1 converge.

n—o a, n—>oo (n +1)n+ n' nowo n+1

ap. SO !
c) lim /== lim 357....(2n+3) n = 2n+3:2>1 diverge
N> @, N (n+1)! 357....... (2n+1) noo n+1
a !2 n+1 |
d) lim——==Ilim (n+hr 3 _(2n) = Sn+D) =3/2 Diverge
n—> an o (2n+2)!  (n1)?3"  no=2(2n+1)
5.- Hallar la suma de la serie: Z
(n+n!°

Solucién.

n_ _n+i-1 1 1 —z ! 51 suma telescopica
(n+)! (n+D)! n! (n+1)! nt (n+1)' (n+1)!

Luego la serie converge a 1 o bien tiene suma 1.

= 1
6.- Analizar la serie “p” Z—p peR’
L

Solucion.

Aplicando el criterio de la integral: “Para f(x) continua en [1,00) decreciente a cero tal que

0

f(n)=a, término general de la serie Zan .Entonces si la integral impropia J f (x)dx converge o

1
diverge ,la serie también converge o diverge”

1

/
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b _
_otdx . xEP
lim|—=Ilim

b—)oo1 xP  boxl-p

= IimL i—1 =i si p>1,6 © si p<1 .Entonces las
1 boxl-p bp_:L 1

series:

1 1 1
a) ), = b) > ﬁ c) D, iﬁconvergeny )Y, —5 92 §n5

n n

e D 1 divergen.

7.- Analizar la serie alternante:

a)> (1) —" ) > (-1)"

145"

S|

oY (_1)n+anrfn) 9y (_1)n+1ns%

Solucion.

a) lima, = lim

- = 0, luego la serie alternante converge.
n—o0 n—ol4+5

. .1 . 1
b) lima, = r!l_ToH = 0,luego la serie alternante Z (-1) ”H es convergente pero como Z

1
N—o0 n
diverge, en este caso se habla de una convergencia condicional.

Ln(x)
X

c) lima, = lim Ln(n)

n—oo n

=0 ,ello porque si consideramos f(x) =

aplicando L Hospital si x
n—oo
tiende a oo, el limite es cero.

1 - 1
8.- Analizar la convergencia absoluta o condicional de a). > ()™ ——. b)Y (-1)" ——
1

n°/3 Jn(n+1)

Solucion.

. 1 , , .
a) Considerando Z|an| = ZW serie “p” convergente, entonces la serie alternante también
n

converge es decir hay convergencia absoluta.
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. 1
b) Como : lim

- /n(n+1)
1 1
el Yy e S

condicional

= 0 ,la serie alternante converge segun criterio de Leibnitz. Pero

Divergente ,Luego se trata de convergencia

9.- Estudiar la convergencia de la serie. Z 5
1+n

Solucion.
Aplicando el criterio de la integral se tiene

0 b
: j x__ lim ox__ t!im (ArcTg(b) — ArcTg(0)) = % es decir como la integral converge
—>0

11+x2 bowglex?
también lo hace la serie.
1+ 2n+1

10.- Estudiar la seriezz 3n+1

Solucion.

n+1 n+1
Zl+ 2 = Z( L, (2/3)'”1} => L, Z(%) ambas convergen por ser series

3n+1 3n+1 3n+1

geométricas de razén menor a 1

11.- Discutir las series: a)ZSen(n;r) b)ZCos(Zn —1)% :
Solucioén:
a) Converge pues Sen(nz) =0 b) Converge pues Cos(2n —1)% =0Vvn

12.- Probar que el decimal periddico: 3, 72 converge a un racional.

Solucion.
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X=3,72=10x=37,2=37+0,2 Sea

1
— B n-1
y=012=£ 2z . +—— 4.8, 3( 1. 1. ijziA
10 10° 10" 100" 10 10? ") 10 ;1
10
limS, _2 como 10x:37+2:>x 13393 35 _
N—>o0 9 9 1009 ) 9
I1).-SERIES DE POTENCIAS.-
Ejercicios Resueltos
Se sabe que una serie de potencias tiene la forma:
Z ay X 0 Z a (x— XO)k Ademas que siempre converge 6 en un solo punto:
k=0
(x=006 Xo) 6 un intervalo, por lo que el trabajo es determinar dicho intervalo.
1.- Encontrar el intervalo de convergencia y el radio de convergencia de las series:
(e ), & on! o, X g X" (x+2)" a” b"
a) — X, b)) —x ¢))) () — ey | —+— |[(x=1"
;{nJ 20110n le n4" Z 2"Jn+1 ; non

(X 4) o ~ 1 L n X2n+1
’de{ } 9L J-aldx s rria=d WX Gy

2n% +1 n°+1

Como x podria tomar valores negativos ,para aplicar criterios de series de términos no
ny,n

negativos debemos hacer: a,, = , luego

n+l,,n+l
(e X+].( n j‘_I|me—|x|_e|x|<1:>|x|<1,.‘.R=1,
n+1 e"x" noo N+l e

. .
a) lim L = |im

n—o0 an n—oo

: 11
0 sea hay convergencia en | ——,— | ,Analizando en los extremos:
e'e
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Si x= —E = Z(—l)n 1 serie que converge. Si X = E = Zl serie que diverge, luego
e n e n
11

| = {—— —j Es su intervalo de convergencia.
e e

n! a "o
b) Si tomamos a, = — Entonces lim ™1 = |im (n+Di 107 _ = lim —— ntl_
10 n—wo a, n—»o 10”*1 n! n—oo 10

Luego la serie solo converge para x=0.-

A, n-+
Si procediéramos como en el caso anterior tendriamos: lim |—=| = lim —|x| oo ,luego no
n—oo a n—oo
puede ser menor que 1 a menos que x= 0.-
- Nag,| o n4” X .
c) lim | = lim || = i | | —| | , luego converge si |X| < 4.En los

n=o00 an ‘ n—o (n +1)4n+
extremos:

*w4@+1/) 4

X =-4= Z—% = —Z% divergente. Si x =4 = Z(—l)n_l%, convergente asi | =(—4,4] es

su intervalo.-

2"\n i 1 [1+1/n 1

d) lim im= ==, luego hay convergencia si : 1|x+ 2| <1 o bién
naoo2n+11/n_|_2 nso2\V1+2/n 2 2

—2<X+2<2,uego | =-4<x<0y R=2.Enlos extremos: a)
1

X+2=-2= > (-1)" ——
Z J1+n

1
= Z serie divergente pues es asimilable con la serie “p” :

serie convergente segun el criterio de Leibnitz. b) x+2 =2

divergente.-
v1+n Z\/—
e) Si suponemos a>b
b n
|a n [aml L prtt 1 (1+[aj )(%) b
lim [ = lim x=1] = lim - |Ix =1 ==|x-1] hay
nsol @, | noen+l| a"+b" n»>x1+1/n . (bj” a
+ N
a

. a . a . p
convergencia cuando |x —1| < E :Si (x —1) =—— = la serie tomara la

~
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~

n bn n n n n
forma:Z(—l)”@(ij Si (x— 1)—— la serie sera Z(a +b j(%) en que la

b n
convergencia depende de los valores de ay b.

d (x-4)

d _ lim n+1_ (2n2+1)
dx 2n? +1 -

e N (2(n+1) +1)

=y Zn (x—4)n - lim [ 2ot

e fm k-] =fx-4

luego hay convergencia si |X - 4| <l 3<x<5, elradio es 1. Si (x-4) = -1 la serie

sera: y (-)"* —Z( )

, luego converge, Si(x—4)=1tendremos la

2n+—
n

y el criterio de la integral me la muestra divergente.

_ n
serle:z -
2n° +

(X——4)Wﬂ
2n? +1)(n+1)

9.

luego

x—4)n dx=z(

IIm|aln+l - (2n” +1)(n+1)
o] 8 | 1o (2n2 4 4n+3)(n+2)

priL

|x—4|=|x—4|, el resto ya es conocido.

2n+1

h) 2= V' anni =

todo el eje.

An
a

_(2n+1)!
lim = lim —— =
n—w (2n +3)!

|| =0 luego hay convergencia absoluta en
n—oo

Ejercicios propuestos.

1.- Sefalar radio de convergencia e intervalo de convergencia en las series:

a)
n X" (x+2)" 3" +4" n 4.7....(3n-2) o
DIL 0w D 2 ovow D Yt D D e T

2.- Calcule el intervalo de convergencia de las series anteriores derivando e integrando cada
una.

3.- Determinar el intervalo de convergencia de las series de potencias:
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2n+1

n n+1
)Y (D" X b)Z(—l)””% 0> (\/Pzn X" d)ZLnT(n)x” e)ZLZ—En)(x—e)”

ll).- SERIES DE TAYLOR.-

Sabemos que una serie de potencias con radio de convergencia no nulo, define una funcién
real de una variable real f(x), continua diferenciable e integrable, por lo que se reconoce la
posibilidad reciproca de representar una funcién continua y n veces diferenciable como una
serie de potencias, de x 6 (x-a) conocidas como “Serie de Taylor” 6 “Serie de Mc. Laurin”.

f7(x
f(x)= Z ( o) (X—X,)".— Desarrollo de la funcion en torno de X = X, o

0 n
= f (Io)x” .- Desarrollo de la funcién f(x) en torno de x =0
n

Ejercicios resueltos.-

|2 n
1.- Calcular f'(x) y determinar su radio de convergencia para f (x) = 2(22) Y
n
Solucién.-
n(n)® . _
f'(x) = Z (2n )I 1 ahora para el radio de convergencia
5 ! n+1)%|x
jim EDODE @ (0D ~lx<1=R=4
oo (2n+2)! npnN? o= (2n+1)2(n+1) 4
Xn

2.- Calcular I f (x)dx, e identificar el radio de convergencia si f (x) = E D)
n(n—
0 2
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4 A

Solucién.-

T > X" n(n+1)(n—1)

jz => , para el radio de convergencia: lim ———=——"|x| =|x| luego
5z n(n-1) F(h-n(n+1) n—» (N+1)(n+2)n

hay convergencia si-1<x<1 osea R =1
3.- Desarrollar las siguientes funciones en series de Taylor en torno del punto que se sefiala:

a)f(x)= a* si x, =0 b) f(x)=Cos(x) si x0=377[ c) f(x)=v1+x Si X, =0

Solucioén.-
a)
f(x)=a*; f'(x) =a*Ln(a); f "(x) = a*(Ln(@))>......... ™ (x) =a*(Ln(a))"
o0 (n)
=a= zf 040 Z(Ln(a)) X" .Como lim |21/ — Jim I'n(a)|x|:0:>converge VX
0 n! n—wo| a, N—c0
b) f(x)= ZM( _37/4)"
f =Cosx = f(37z/4):—g
fr=f®=fO= =03 - _genx = f@I(37/4)=- V2
2
fr=f® = f00 = = f02 —_Cosx = ("2 (37/4) —ﬁ
2
fro M= g% féD _geny = f<4”—1>(3;z/4)=€:>

Cosx =g(—l—(x—Sﬁ/4)+%(x—37z/4)2 +%(X—37z/4)3 —%(x—sﬁmy‘ —%.(x—3;:/4.)5 ..........

L -2 . = 3 7
f=(1+x)2 :—1(1+ X) 2 f”"zg(1+ X) 2 f’”':—l?’—35(l+ X) 2.,
c) 2 2 2
— () _ 13572k(2k -1) 1+ X)k - f ) (0) = 1352k(2k -1

\ /
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-

1 —1:35........... (2k'-1) N 1.2.345........... 2k (2k)!
= X' =) ————X
J1+x ZO: 2k 3 2K k1.2.46-.....2k 2 22K (k)2
Su intervalo de convergencia esta dado por:
I 2K (k!
im 2k(2k+2). 2 k) | |_ (2k+1)(2k+2)| |:|x|<1:>—l<x<1.
n—0 222, (k)2 (2k)! oo 4k +1)2

X

T Obtener la serie de Taylor para a) f (x) = xe** b) f (x) = Cosh(x).

4.- Apartir de e* ="
0

) (x) = Senh(x)

Solucioén:
k k n+1
a) e3x:zﬂz>xe3>‘:23 x“*1.Como lim | ”+1|_ 3 | |=3|x|<1=R=1/3
k! k! oo a,  n-owx(n +1)' 3"
o0 Xk Xk
b) Como: e* = ZF =e "= Z:(—l)k W como:
~ k! !
2
Cosh(x):%(ex+e"‘):>Cosh(x) Z(1+( D" N Zxk—l VX
2k 2k-1
X 2kx
Senh(x)_—Cosh(x)_— o —=> o vxeR
5.- Si
f(x)= =" x*.|x| <1. Encontrar las series para
1-x
.a)F(x) —L D) f () =—— o) f()=ArcTogx  d) f(x)=Ln{+x)
1+ 1+x
Solucioén:

) ﬁ:Z(—x)k =3 ()X |x <1

1
b) = =3 (-D)*x* ;|x| <1,
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X X 2k+1
dt K 2k k X g
c) ArcTgx = = -1)* x“"dx = -1 . |X| <1 Pero también converge para
) ArcTg {mz Zg( ) DY S ge p
e 1
x = 1 por lo tanto en ese punto: ArcTg(1) = z/4 =) (-1) T
+

X

dx Kl ok k

d) Ln(1+x)=|——= ) (-D" | x"dx=) (-1

R e Z”{ 2D
serie convergente a Ln(2)

Xk+1

1 |x| <1.Si hacemos x = 1 tenemos la
+

6.- Encontrar el desarrollo en serie de Taylor para f(x) = (1+x)* « € R, llamada “Serie
binomia”

Solucioén.
f=@+x)* f'=al+X)* T f"=a(@-DA+X)* 2. fO = g(a-1)........ ( —k + 1)L+ x)*
£00) = a(ar = 1)( = 2)rorrr(@ =k +1) = F(X) =2“(“‘1)(“_2)"k"| """"" (@=k*1) ok,
> !
—N|X
Su radio de convergencia: lim Snatl _ fim M =[x <1,luegoR = 1.
n—o| a, n>o nN+1

Observacion:

SiaeN= f"(x) =123......a y f"D(x)=0

f(x)zin(n—l)(n—Z)k-; ----- (n—k+1) i 221-2-3 ........... (n—K)- (=K +1).......... n
0 :

_ < n! k _ n _ n k . . .
f(x) = %“mx =@1+x)" = Z[ij El conocido desarrollo del binomio de Newton.

De lo anterior ampliamos la notacion a € R De ese

(a]: ala—-D(a—2)..... (a-k+1)
k

modo denotamos : (1+ X)* = Z(zjxk aeR|X<1
0

Ejemplo:
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> (1/2
Para desarrollar: v1+x = (1+ x)l’2 = Z( ]Xk

5 (K
donde:.
1/2 _1- 1/2 _1/2- 1/2) 1/2-@/2-1 1 (1/2) 1/2-(/2-1)-(1/2-2) 13
0 "1 2 2! 2221 3 3! 2331
1/2 ko1 [ 1357 ... 2k =3\ 24...... 2k —4 w1 (2k=3)!
kK | D k ' =D s
2%k1 24, 2k -4 27k I(k — 2)!
- 2k —3)! X
Vi+x =Y (-1 o1 (PK=H! g, X
ZZ:( ) 2224 1(k —1)! 2
1 Sen(x) 1
7.- empleando los argumentos pertinentes; Calcular: a) I ———=dx b)J'0 Sen(x?)dx
X

0

Solucion.

(2 2k-2
kel Sen(X) _ <, kit X .
a) Siendo: Sen(x) = Z( 1) —(2k o VxeR = . _;( 1) TR

J_Sen(x) Z ( 1)k+1 j; ol 1 z ( 1)k+l 2k 1 Z( 1)k+l

5 (2k -1ty (2k =1)! 2k [0 (2k)!
) o Kol (X2)2k -1
b) Como Sen(x) :Z(—l) - (2K D! , aplicando integracion se obtiene lo buscado.
1

Ejercicios propuestos.

1.- Desarrollar en serie de potencias de x las funciones:
a) f(x) = x%e* b)f(x)=xSen(5x) c)f(x)=Cos?(x)  d)f(x)=xe>*
2.- Hallar el desarrollo en serie de potencias de x de las funciones:

1
(1-x)?

a) f(x)= Empleando derivacion.

1
b)f(x)=(1_ .
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© X
3.- Demostrar que Z J.Ln(l ) dt
1 0
4.- Demostrar que ). (n+1(n+2)(n+ 3)x” __ 1 .
0 6 (x-1)

1
5.- Calcule Ie‘xz dx

IV).-Series de Fourier:

Dentro del tema de la representacién de funciones reales de variable real, ya hemos abordado
el de las series de Taylor, pero para ello la funcion a representar debe tener derivadas de todo
orden, ahora para funciones con menos restricciones tenemos la forma de Series de Fourier
que es una serie de funciones trigonométricas, la que pasamos a abordar sin profundizar en el
tema de la convergencia de ellas, para dedicarnos a la parte mas elemental como es la
construccion de la Serie.

Una Serie de Fourier, para una funciéon f (x), seccionalmente continua en (—I,l) tiene la
expresion:

% +> akCos(kl—7z X) + b, Sen(kl—” X)|.
1

Que en virtud de la convergencia podemos escribir

F(x) = %+ iakCos(kl—” X)+ by Sen(kl—” x|
1

por lo que nos queda por calcular los llamados “coeficientes de Fourier” a; ;a; by .-

' k kz
:%j f(x)dx  a, :%jl f(x)Cos(I—”jxdx b, _I_j f(x )Sen( | jxdx.

Los detalles de esto se encontrara en los apuntes del curso.-Para el caso particular de
funciones definidas en [—7[, 7z] , la serie y sus coeficientes se obtienen cambiando | por =

\_
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Ejercicios resueltos:

1.-.- Determinar los coeficientes de Fourier, de la funcion:

0 - <Xx<0
f(X)=<7/2 O0<x<7l2
0 Tl2<x<rm

Solucion.

1

Los coeficientes seran:a, = — J. f(x)dx = 1 J. T Xz =
e T 2 4
V4 7l2
a, :l '[ f (x)Coskxdx:EJ‘ ZCoskxdx = .......... iSenk£=
7 Ty 2
1
— i k impar
2k P
V.4 l2
b, :i I f(x)Senkxdx:1 J. T Senkxdx = .......... i(1—Cosk£)= 1. k=2,61014...
T Ty 2 2k 2 k
0..... k=481216
2.- Encontrar la Serie de Fourier de la funcion:
—Xevorro =T <XZ0 +X —7<x<0
a) f (x) = i o) foo=1"  ”
Xeverrrrrrrnnns 0<x<rx X O<x<rm

Solucion

a) Como lo muestra el grafico es una funcién par

luego su Serie sera :
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a - 27
— +> a,Coskx, con ao=—JXdX=ﬂ
2 T T

v

o 1 0...co. k par
a, = —j xCoskxdx =........ —(Coskr -1) =< -2 .
T k ra k impar
La SdeF sera: ~— ZZW
2 T (2k-1)?
b) Observando la figura la serie es de la forma
%0 + > a,Coskx + b, Senkx I >
1
2% 1% 1%
a, = —J' Xdx =z a, =— J'(;z + X)Coskxdx + —j xCoskxdx = ————— =0
7 0 4 - 4 0
17 1% 2
b, == j (7 + X)Senkxdx + —j xSenkxdx = — — — — — =< Sik par luego
T Ty k
2 Tk

3.- Determinar la representacion en Serie de Fourier para la funcion

F(x) = 0 —-7<Xx<0
] x O<x<rx

2
2 1
Graficar la extension periodica que ella representa y probar que: % = Z—(Zk 1?2
- _

Solucion.

Fig.
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La serie debe ser de la forma: %0 + ZakCoskx + b, Senkx ; donde :
1
,, . O K.....par

a, :ij.xdx:z a, :ij‘xCoskxdx= 12 (Coskz-1) =< -2 .

Ty 2 Ty 7K R K...impar

7K

1 T 1 k+1 Iy .
b, = —IxSenkxdx = E(_l) . Luego la representacion sera:

42 0

_1\k

(%) :%_EZCOS(ZK -1)x +( Nz Senky .

(2k —1) 2k

En x = 0 la serie converge al valor de la funcién, por ser continua =

T 2 1 t & 1
O=——— — =" =) ——
4 72'21: (2k—1)2 8 Zl: (2k —l)2

. . - V4
Sin embargo en X = 7 converge al valor promedio de los limites laterales o sea a > y el

resultado es el mismo.

—ml2<x<nxl2

X
4.- Hallar la Serie de Fourier parta la funcion f (x) = .
=X mwl2<x<3rl2

A

Solucion

v

/

Aqui el intervalo es (—z /2,37 /2) por lo que la serie debe tener la férmula mas general aunque
(b-a) = 2, luego sera de la forma.

wl2 3rl2
a—2° +ZakCoskx+kaenkx, siendo a, =1{ j Xdx + j(;z—x)dxj= 0
4 -2 wl2
1 wl2 3712 3rl2
a, =—( j xCoskxdx + J.szoskxdx— J'xCoskxdx) =0
V4

-2 72 72

\_
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1 7l2 3712 372
b, =—( J' xSenkxdx + J.ﬂSenkxdx— J. xSenkxdx) =
4 —l2 72 72
3 [(-DF.k impar+i (0 k impar
K 0, k par 2k [(-Dk......... k par

Luego la serie de Fourier para esta funcién queda:

3(-1)* (D"
ZmSen(Zk—l)x+ 2K Sen2kx.

Observacion.

Nétese que al trasladar el grafico de la funcion dada hacia la izquierda en 7/2 se transforma
en una funcion par cuya serie no es la misma.

5.- Encontrar la Serie de Fourier y su Serie de Cosenos para la funcién:

1/2 = Xewoooooeeean 0<x<
f(x)=
X=3/2iiiii l<x<2

Fig.

Solucion.

a) Como el intervalo es de dimensién 2 la Serie tomara la forma:
a0
> > a,Coskzx + by Senk zx

2 1 2
con a, =jf(x)dx=j(1/2—x)dx+j(x—3/2)dx=o
0 0 1
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1 2 O k par
= j (1/2 — x)Coskzx dx + j (x—3/2)Coskaxdx=.........
1 >— --Kimpar
k
1 (0 J k par
=@z x)Senkﬂxdx+J-(x 3/2)Senkaxdx =........... 3 _
0 T k impar
T

Asi la S de F quedara:

4 5 Cos(2k -~k _ 35 Sen(2k ~ D
k-2 z& (k-1

b) La extension par de la funcion hace que la Serie sea
a, kz
:7+ ZakCOS7X con (b-a)=4

2 2
Donde a, = %jf(x)dx 0Oy a= %jf(x)Cos—de
0

0

1
a, :IECos—xdx J'xCos—xdx+JxCos—xdx——'|'Cos—xdx—
02 2 2 2 2

......................... = k162 si. k=(2610.......(4k - 2)).
T
COSMX
, 16 2
La Serie: P @k —2)? ()

Observacion .

Para hacer mas facil el trabajo se puede recurrir a las tablas de integrales de ahi que se han
omitido las integrales y otros calculo tediosos.
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Ejercicios propuestos.

1.- Escribir la Serie de Fourier de las funciones:

a) f(x)=e" —z<x<z b) f(x)=Senzx 0<x<1
X+7r —-m1<x<0 _ _ o ~
c) f(x)= Graficar la extension periodica d) f(x)=e™ -1<x<1
Xx—m 0<x<rx
0 -r<x<0
e) T(X)=<7/2 0O<x<nxl2
0 ml2<x<rm
0 —T<X<0_ . .
f)y f(x)= Graficar su extension periodica y evaluar en x =0
X O<x<rm

2.-Si f(x)=1-|x —1<x<1 hallar su Serie de Fourier y deducir la convergencia de la serie

. < 1
numérica: E —
T (2k-1)°

3.- Determinar la Serie de Fourier para la funcion f(x) = |X| —4 <X <4 con ello deducir la
convergencia numerica del ejercicio anterior.

4.- Desarrollar en serie de cosenos la funcién f(x)= Sen x y analizar su convergencia para x = 0.

2

5.- Desarrollar en Serie de Fourier f(x) = x 0<x<2x,ycon ello pruebe que

z_ 1
16 k?
-1 —-7<x<0
6.- Dada la funcion de impulso unitario: f(x) =<1 0<x <%
1 Z<x<n

¢ Cudl es el valor de la serie si a) X=Kkz b)x=(2k +1)% kez?

K 7.- Desarrolle la funcion: f (x) =e* 0<x<2 a)En serie completa de Fourier.
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4 A

b) En serie de solo senos. c¢) En serie de solo cosenos. Grafique la extension periddica de cada
una.

8.- Encuentre la serie de cosenos para ;: f (x) = Sen(x) O< x< 7

2
9.-Si f(x)=x? 0<x<2r.Probar que :7%:Z:ki2




